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Bab 1

Pemodelan (Modelling)

Capaian Pembelajaran :

1. Mahasiswa mengerti tentang sistem terutama sistem fisika

2. Mahasiswa dapat mengerti tentang membuat model dari suatu sistem
3. Mahasiswa mengerti cara-cara membuat model suatu sistem

4. Mahasiswa mengerti kegunaan dari pemodelan sistem

Deskripsi :

Pemodelan (modelling) dari suatu sistem meliputi pemilihan variabel yang mempengaruhi
sistem, penggunaan kaidah-kaidah ilmu fisika, penyusunan model matematika dari sis-
tem, solusi persamaan matematika dengan syarat batas tertentu yang merupakan intepre-

tasi dari sistem tersebut.

1.1 Konsep dasar pemodelan

Di dalam persoalan teknik seringkali dihadapkan pada masalah sistem yang rumit. Sistem
itu bisa berupa suatu peralatan dengan beberapa input variabel yang mempengaruhinya,
untuk mengintepretasikan output sebagai akibat dari beberapa input tersebut salah satu
cara adalah dengan memodelkan sistem tersebut. Tujuannya adalah untuk mengatasi
apabila ada kendala yang merugikan atau menurunkan performa dari peralatan terse-
but ataupun untuk meningkatkan kemampuan dari alat dengan cara menganalisa model
matematika dari sistem tersebut.

Jadi jika kita ingin menyelesaikan suatu problem-problem teknik / engineering problems
(bisanya dalam bentuk problem fisika), pertama kita harus memformulasikan problem
tersebut sebagai suatu ekspresi matematis dalam bentuk variabel-variabel, fungsi-fungsi,
dan persamaan-persamaan. Ekspresi yang demikian dikenal sebagai suatu model matem-

atis dari sistem yang diberikan.
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Biasanya model matematis yang diturunkan dari suatu sistem atau suatu problem teknik
adalah merupakan suatu persamaan yang berisi penurunan-penurunan (derivatives) dari
suatu fungsi-fungsi yang tidak diketahui atau biasanya disebut Persamaan Diferensial
(PD). Kemudian kita harus mendapatkan suatu solusi (yaitu suatu fungsi yang memenuhi
persamaan itu), dari solusi tersebut bisa digunakan menyelidiki sifat-sifatnya, membu-
at grafik, mendapatkan nilai-nilainya dan mengintrepretasikan dalam bentuk sedemikian
hingga kita bisa mengerti sistem fisika (physical system) tersebut secara keseluruhan. Secara

singkat dapat dituliskan Modeling - solving - interpreting.

Physical Systems
Y Y
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| Mathematical Models |

1

| Mathematical Solutions |
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Gambar 1.1: Contoh pemodelan : 1. Benda jatuh, 2. Parasit, 3. Aliran fluida, 4. Pegas, 5.
Beat pada vibrasi benda, 6. Rangkaian listrik, 7. Deformasi sinar, 8. Pendulum, 9. Model
Lotka-Volterra predator-prey; sumber : referensi no. [3] hal. 3

Gambar 1.1 menunjukkan contoh dari beberapa sistem fisika.
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RANGKUMAN :
Pembuatan model matematika yang merepresentasikan suatu sistem merupakan cara un-
tuk menganalisa suatu sistem dengan membuat model yang mewakili sistem. Model ini

bisa digunakan untuk meningkatkan performa dari sistem tersebut.

UJI CAPATAN PEMBELAJARAN :

Mahasiswa ditugaskan untuk mencari contoh dari beberapa sistem Teknik Perminyakan,
misalkan aliran fluida di tangki penyimpanan dan di pipa saluran fluida.

BAHAN DISKUSI :

Dari sistem Teknik Perminyakan dicoba untuk mencari kaidah-kaidah ilmu fisika yang
sesuai dengan sistem yang didiskusikan, kemudian di cari model matematika yang mencer-

minkan keadaan sistem.
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Deret (Series)

Capaian Pembelajaran :

1. Mahasiswa mengerti arti dan macam-macam deret

2. Mahasiswa mengerti cara penurunan rumus-rumus deret

3. Mahasiswa mengerti penggunaan rumus-rumus deret

4. Mahasiswa mengerti tentang penjabaran / ekspansi deret dan kegunaannya

Deskripsi :

Pembelajaran mengenai deret ini adalah merupakan pengulangan pembelajaran tentang
deret. Akan tetapi lebih diperdalam dengan cara menurunkan rumus-rumus yang diper-
gunakan. Juga selanjutnya akan dipergunakan penjabaran deret untuk memecahkan per-

soalan model matematika yang akan didapat dari pemodelan sistem.

2.1 Deret Geometris (Geometric Series)

e Jumlah populasi bakteri yang berkembang setiap jam :

2,4,8,16,32,...,... — semakin besar (divergen)

e Pantulan bola setiap waktu 2/3 dari tinggi semula :

24 8 16
1.2

3G e semakin kecil (konvergen)

Total lintasan bola

9 4 8 16
— 142249 249 8 4o 0
tagtagtagtagt

= 142 2+é+§+ﬁ+
a "\3 9 27 8 7

deret geometris

Deret geometris diatas dapat ditulis

a+ar+ar’+ar’+ .. +ar™ 1+ ..

10
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Misalkan untuk n = 5, maka jumlah deret :

Sp=2S85 = a+ar+ar®+ar®+art+ ..
rSs = ar + ar® + ar® + ar* + ar® + ..
dikurangkan
Ss—rSs = a—ar®
S — a—ar® _ a(l —175)
1—r 1—r
Maka untuk r # 1 secara umum dapat ditulis Sn = a(i::n)
Untuk deret 2, 5, 2,18 . diatas, maka jumlah nya adalah :
24 8 16 2. 2 2
S, = 3998 + (g)n dan a = g,r =3 n adalah jumlah suku

Untuk harga n mendekati co, maka harga (%) " mendekati nol.
Maka jumlah deret geometris menjadi : Sn =15
Soal :

Gunakan persamaan diatas untuk menghitung bilangan desimal yang berulang

1. 0.583333....

2. 0.185185....

3. 0.5555.....=

4. 0.818181....

5. 0.243243....

2.2 Definisi dan Notasi

Bentuk deret dan sumasi :

12+22+32+42+...+n2+...:ZnQ

n=1
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2.
1 1 1 1 1 =1
3.
3 4 n—1,.n o0 n—1,.n
a T @ ()" o D)
SO T o DT _; (n—1)!
4,
T 2 3 (_x)n e (_x)n
-+ -4 =
2+ 4 8 tet n + ;} n
5.
2 3 fE4 (_1)n+11.n oo (_1)n+1xn
T T s R e +...fn§=:1 -
6.
.133 .I‘5 .737 ( 1)n+1x2n—1 0 ( 1)n+1x2n—1
S R T TR O P T _; (2n — 1)
7.
(z+2)  (x+2) (x+2)" o (z+2)"
1+ +o to=>
V2 V3 n-+1 — n-+1
Soal :
Tulislah bentuk deret

. X
(5) °_ -
nz::l n—+5

2.3 Deret Power

Deret yang bentuk suku-sukunya merupakan perkalian dari fungsi x atau dari fungsi (x-a).

Bentuk umum deret power

oo
E anz™ = ag+ a1z + asx? + asx® + ..

n=0

Zan(x —a) = ap+ai(z—a)+azr—a)*+asz(z—a)+..
n=0
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a, dengann = 0,1,2, 3, ... adalah konstanta.

24 Mengembangkan fungsi dengan deret

sinz = ag+a1x+ asx? +azx® + ...+ apz” + ... (0)

untuk = =0,sin0=0,—ap=0 (1)
diturunkan terhadap x

d—(sinx):cosxzal—|—2a2x+3a3x2+4a4x3—|—...—|—nanx"_1+...
x

untuk z=0,cos0=1,—a; =1 (2)
diturunkan terhadap x

d
d—(cosa:) =—sinz=2ay+32a3x+43as2> +...+nn—1)a, 2" %+ ...
x

untuk z=0,—sin0=0,—a3=0 (3)
diturunkan terhadap x

d
d—(— sinz) = —cosz =32a3+432a32+ ... +n(n—1)(n—2) a, 2" > + ...
T
-1 -1
(4)

tuk =0,—cos0=-1,wa3=-—=—
untuk =z , — COS ,—> as 52 3

diturunkan terhadap x

d
%(— cosx) =sinx =4.32a4 +5432a5 2+ ... +n(n—1)(n—2)(n —3) a, 2" + ...

untuk z=0,sin0=0,—a4=0 (5)
diturunkan terhadap x

d
—(sinzx) =cosz =5.43.2a3 +4.3.2a5 +6.5.4.32a6 x + ...

dz
+n(n —1)(n—2)(n —3)(n —4) a, 2" 7° + ...
-1 -1
k = S = 1 = —_
untuk z =0,cos0=1,— as 51332 = I (6)

dst.
Kemudian konstanta pada persamaan (1), (2), (3), (4), (5), dan (6) disubstitusi ke persamaan

(0). Maka dihasilkan :

x® 2

smx:m—g—i—a—

Cara ini disebut deret Mc Laurin atau deret Taylor pada (0,0) atau a = 0.
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2.5 Deret Taylor

f(x) = a+0+a(x—a)+as(z—a)?+az(x—a)®+a(z—a) + .. +an(z—a)" + ..

fllx) = a1 +2ax(x—a)+3az(x—a)?+das(x—a)+..+na,(xr—a)" " +..
f'(x) = 2ay+32a3(x—a)+43as(x—a)’+54.a5(x—a)’+..+nn—-1)a, (x—a)"?+..
f"(x) = 32a3+432a4(x—a)+543a5(x—a)’+..+nn—-1)n-2)a, (x—a)">+..

= 3lag+4las(r—a)+543a5 (x—a)+...+nn—-1)n—-2)a, (x—a)">+..

() = nn—1)mn-2)(n—-3).... 1 a, + ... bentuk yang berisi (z — a)
f™(z) = nlay,+...bentuk yang berisi (z — a)
Untuk x = a
fla) = ao
flla) = a
f"(a) = 2as
f"(a) = 3las
@) = nlay

Maka deret Taylor untuk f(x) disekitar (x-a) adalah

%(m —a)" f*(a) + ...

F(@) = f(@) + (e — a) (@) + o (2 — a)? ["(a) + .. +

Dengan menggunakan penurunan seperti diatas akan didapatkan penjabaran deret yang
disebut :

Ekspansi deret dasar :

3 5 7
i = _r LT T k tuk semua x
sinx 30 + 5l = + ...+ — onvergen untu
2 4 6
= 1- r + r_r + ..+ — konvergen untuk semua x
cosx = 51 1 o T g
2 3 4
e’ = 14+z+—+ r_z +..+ — konvergen untuk semua x
- or T T &
x? 3 gt
n(l-2) = 2——+—5—-——+..+4 — konvergenuntuk 1<z <1

2 3 4
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Contoh penggunaan ekspansi deret

e Hitunglah

da* /1 . |
— | —sinzx ||z=01 = ...
at \ 7 0.1

Bisa dihitung dengan 4 kali penurunan kemudian dihitung hasilnya, tetapi bisa juga

dengan ekspansi deret sin z, dibagi x , kemudian diturunkan 4 kali, dan dimasukkan

harga x=0.1.
lsinac = lx—£3+£5—£7+ —1—£2+£4—£6+
x oz 31 5 7)o 31 5 T
dideferensialkan 4 kali
dbro N 43 654327 876500
dxt \ z 5! 7! 9!
dimasukkan harga x = 0.1
d* /1
— | —sinz = 0.1 —7.14286 + 0.0000463 — ... = —7.0428137.
dat \ z
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RANGKUMAN :
Sudah dipelajari tentang :
Deret Geometris, deret Power, deret Taylor, deret Mc Laurin dan penggunaan ekspansi

deret pada soal.

UJI CAPATAN PEMBELAJARAN :

Hitung bilangan desimal yang berulang berikut ini :

1. 0.61111.... =

Tulislah bentuk deret :

BAHAN DISKUSI :

Pada pembelajaran tentang deret ditingkatkan pembelajarannya dengan mempelajari ten-
tang Deret Fourier yang akan dipergunkan untuk penyelesaian persamaan diferensial (PD)

hasil pemodelan sistem.



Bab 3

Persamaan Diferensial (PD)

Capaian Pembelajaran :

1. Mahasiswa memahami bentuk Persamaan Diferensial (PD) orde 1, 2 ,dst.

2. Mahasiswa memahami bentuk Persamaan Diferensial (PD) homogen dan non homogen
3. Mahasiswa memahami dan mencari solusi PD Biasa

4. Mahasiswa memahami dan mencari solusi PD Parsial

5. Mahasiswa memahami dan mencari solusi PD Total

6. Aplikasi PD pada penyelesaian persoalan sistem fisika

Deskripsi :

Pada pemodelan suatu sistem, model matematika yang didapatkan biasanya berupa Per-
samaan Diferensial. Maka pada bab ini mahasiswa diharapkan memahami tentang bermacam-
macam PD, dan cara penyelesaiannya secara analitis untuk menganalisa sistem yang sedang

dipelajari.

3.1 Persamaan Diferensial Biasa / Sederhana
(Ordinary Differential Equation / ODE)

Adalah suatu persamaan yang berisi satu atau beberapa penurunan dari suatu fungsi yang

tidak diketahui. Biasanya disebut y(x) atau y(t). Misal y=y(x) atau y=y(t).
1. ¥ =cosz
2.y +9y=e"®
3.y —3/2(y/)* = 0

cos z, e~ 2* adalah fungsi

744

y’,y”, dan y”’ adalah turunan (derivatives)

9, 2 dan 3/2 adalah konstanta.

22



BAB 3. PERSAMAAN DIFERENSIAL (PD) 23

Beberapa bentuk persamaan diferensial biasa (ODE) adalah :

F(z,y,y') =0 bentuk implicit

y' = f(z,y) bentuk explicit

Solusi (penyelesaian) adalah fungsi y=h(x) yang bisa digambarkan dengan grafik (kurva

solusi).

1. Verifikasi solusi
Persamaan xy’ = —y untuk semua z # 0, penyelesaiannya adalah y = £, c adalah

konstanta. Buktikan.

2. Solusi dengan kalkulus. Kurva solusi

dapatkan solusi dari persamaan diferensial ' = % = cosT.

A "Q::'/&/

Sclutiors ¥ = sinx + ¢ ofthe CDEF" = cosx

Gambar 3.1: Family of solution, sumber referensi no. [3] hal. 5.

3. Pertumbuhan eksponensial (exponential growth) dan peluruhan/pengurangan ekspo-
nensial (exponential decay)
Persamaan y = ¢ ¢*?* mempunyai turunan y’ = % = 0,2 %" = 0,2 y, persamaan
diferensial umum adalah 3’ = ky. Konstanta k positip adalah pertumbuhan ekspo-

nensial. Konstanta k negatip adalah peluruhan eksponensial lihat gambar 3.2

¥
0

T

~

G /

ol

1

8 B ot I s v
0z 4 £ B8 1o 1F W¢ o z 4 & 8 10 12 ¢
solutions of ' = 0.2y Solutions of y' = —0uay
in Examgle 3 facp rowth) a3 fap: ducay]

Gambar 3.2: Pertumbuhan dan peluruhan eksponensial, sumber referensi no. [3] hal. 5.

4. Syarat batas (initial condition)

Hitunglah keadaan awal dari y’ = 3y. y(0) =5,7
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Aplikasi permodelan

Mendesign model yang bagus tidak bisa dilakukan oleh komputer. Oleh karena itu menyi-
apkan model menjadi hal yang penting dalam matematika terapan modern. Untuk men-
dapatkan pemodelan yang bagus adalah memeriksa dengan hati-hati proses pemodelan
diberbagai bidang dan aplikasi. Dengan demikian permodelan akan berguna bagi semua

mahasiswa, sarjana teknik dan sains.

1. Tangki berisi 1000 galon air yang awalnya 100 Ib garam dilarutkan.
Air garam dimasukkan (i adalah input) dengan laju 10 galon/menit, masing-masing
galon berisi 5 b garam yang dilarutkan. Campuran dianggap konstan dengan cara
pengadukan. Air garam yang keluar (o adalah output) dengan laju 10 galon/menit.

Dapatkan jumlah garam pada tangki setiap saat t. lihat gambar 3.3.

x
000 f—---—- e
4000 e
— S
it £
U i
2000
D 1000
—
10g
0 100 20 300 400 600 4
Task Salt contan yial

Gambar 3.3: Tangki air garam, sumber referensi no. [3] hal. 14.

Theorema Torricelli

(Referensi [4])

Gambar 3.5 memperlihatkan tangki penyimpanan bensin dengan luas penampang
atas A;, diisi setinggi h. Ruang diatas bensin adalah udara dengan tekanan py, dan
bensin mengalir keluar melalui lubang kecil dengan luas penampang A,. Tekanan
dititik 2 adalah tekanan atmosfir.

Persamaan Bernoulli untuk titik 1 dan 2, dan y = 0 pada titik 2 ( dasar tangki ) adalah:

1
2

Py— P,
v = vf+2< 0 )+29h
p

1
Py + pgh + = pv? pv3

Py
2 +

v adalah kecepatan.
Karena A jauh lebih kecil daripada A;, maka v? jauh lebih kecil daripada v3 sehing-
ga diabaikan.
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Jika bagian atas tangki dibiarkan terbuka maka tekanannya adalah sama dengan

tekanan atmosfir, sehingga Py — P, =0,

Vo =/ 29h

h = h(t), vo disebut laju eflux.

Laju eflux dari lubang berjarak h dibawah permukaan cairan adalah sama dengan
laju benda yang jatuh bebas dari ketinggian h, ini disebut Theorema Torricelli. Hal
ini juga berlaku untuk lubang di dinding pada kedalaman h dibawah permukaan
cairan.

J.C. Borda memperkenalkan faktor kontraksi (contraction factor) = 0.6. Sehingga per-

samaan menjadi:

vs = 0,6v/2gh
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2. Leaking tank
Cairan yang mengalir melalui suatu lubang (Torricelli’s law)
Aliran keluar air dari suatu tangki silinder dengan suatu lubang pada dasarnya. Dia-
meter tangki 2 meter, diameter lubang 1 centimeter, tinggi awal 2,25 meter. Kapan

tangki menjadi kosong ? Lihat gambar 3.5.

% Too T BO000 ¢

Wk Tovel Ale) i tank

Gambar 3.4: Leaking tank, sumber referensi no. [3] hal. 17.

Gambar 3.5: Percobaan Torricelli, sumber referensi no. [4] hal. 471.

3.2 Persamaan diferensial (ODE) homogen dan non homogen
orde I

3.2.1 Persamaan diferensial homogen

v +p(a)y =0
d
y=[f(z) y = ﬁ
Solusinya
y' +p(x)y=0
dy dy _
i (x) — ? = —p(z)dz
diintegralkan
dy *
S = p(z)dr — Iny=— [ p(z)dz+c
elny = e~ J p(z)d(z)+c* —=e fp(:p)d%ec* ec* =cC

ylo) = ce Ir@d
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3.2.2 Persamaan diferensial non homogen

Y +px)y = r(x)
y = f(o)
;o dy
L

dikali dengan F

Fy +FPy=Fr untuk FPy=F'y
ruas sebelah kiri = (Fy)’

(Fy) =F'y+y'F

dF
Fpy=Fy — Fp=F — FP=—

dx
ar
— = pdx diintegralkan

F

dF

J = e

lnF:/pdx:h — InF=h — "=t — F=¢t

h
hz/pdaz — d—:i pdt=p — h'=p
dr dx

Dimasukkan ke persamaan

Fy +FPy = Fr
ehy/—f—ehhly _ ehy/—i-(eh)/y
= (y)
= elr=ret
d
('y) = ——(ey)=re"

dz
d(ey) = r eldx

/d(ehy):/rehdm — ehy—i—/rehdx—i—c

y = eh</ehrdx—|—c>

y(x) = eh<fehrdx + C> dengan h = [ p(z)dx

33
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adalah penyelesaian ODE non homogen orde I

ylx) = e_h</ehrdx + c)
= e*h/ehrd:ﬂ +ceh
Keterangan : y(x) output total
el / e"rdx  respon terhadap input r

ce™™  respon terhadap data awal

Rangkaian listrik

Model rangkaian listrik RL. Lihat gambar 3.6

i
B
B=110 8
Bl
T
.
£ e —
Foa8vV L
i
{(z
] L O PO DO T Sy
L=01H Tol o0 03 GbF 068 f
Cimut Cumant Ful

Gambar 3.6: Rangkaian listrik, sumber referensi no. [3] hal. 30.

Selesaikan persamaan diferensial biasa (ODE) untuk arus I(t) dengan satuan A (Ampere),
dimana t adalah waktu. Dan gambarkan grafik fungsi I(t).

Dimisalkan rangkaian berisi EMF (electromotive force) E(t) sebuah baterai E = 48 V (Volt),
besarnya konstan, sebuah resistor R = 11 {2 (Ohm) dan induktor L = 0,1 H (Henry), dan

arus pada awalnya nol.

Hukum fisika yang digunakan

Arus I pada rangkaian menyebabkan suatu voltage drop RI melewati resistor (Hukum
Ohm) dan LI’ = L% melewati induktor. Jumlah kedua voltage drop sama dengan EMF
(Kirchoff Voltage Law, KVL).

Menurut hukum-hukum diatas model dari rangkaian RL adalah

R E(t
LI' + RI = E(t) atau I'+ ZI = #

y + @)y =r(z)
Persamaan diferensial biasa non homogen solusinya adalah

¢
y(z) :eh</ehrdw+c> dengan h:/ p(t)dt
0

B(t)

R
€T y p T I

L
h:(%)t:/%dt:%t
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Solusi umumnya adalah

It) = e_ft</e§t@dt + c)
L
E(t) = FE = konstan

It) = e_ft<%/eLtht+c)

= e_%t E £e%t+c
B L'R

R R R
—ZteL -zt

Hitung persamaan diferensial I(t) dan gambarkan grafiknya

ntoh S04l ¢
R=“'"-'_ Model vomalaion RL dan telesoilan hawl|
ODE unblh aws TCH  Ampuee CA) | dimarg
E =49V Y adalaw wolha ( deklk)
R isomeilian Ol ToRplaian 0ENG Sthua
L=o,H

EMFE ( EBlechromobva Torte ) E, Stbualy

Oatenai £ = a8 N (vor) Wowtpn  Guabn Yen ¢der
B=bn Cohm) don indobbr (0 | o1 44 C Neny ) dom
Qrvs pﬁ-\da Q-hlu\m‘\m o-dalahh mp| |

3.3 Persamaan diferensial homogen orde 2

(Second order homogenous ODE)

Model dari sistem massa - pegas :

Hukum Hooke F; = —ky gaya pemulihan (restoring force), arah negatif adalah keatas.

Gerakan dari sistem dinyatakan dengan Hukum Newton II

Z gaya = massa X percepatan
Z F =m.a=my"
—ky = my”

my” +ky =0 ..Persamaan diferensial homogen
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Systam at
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System in
mation
(a) (b {c)

Mechanical mass-spring system

Gambear 3.7: Sistem massa pegas, sumber refrensi no. [3] hal. 62.

Solusi umum (misal untuk kasus under damping)

y(t) = Acoswoyt + Bsinwgt
k

wo = —
m

k = konstanta pegas
m = massa benda
— disebut osilator harmonik

[k 1 /k
wy = —=2rf — f=—1/— ..frekuensi harmonik
m 27V m

periode T' = % = 2my/mk

y(t) = Acoswyt + Bsinwyt
atau
y(t) = Ccos(wot —9)
§ = tan! %
C = VA+B?

Soal :
Jika suatu sistem massa - pegas dari bola besi berat W = 98 N. Bola menarik pegas ini
sepanjang 1,09 meter. Berapa frekuensi sistem ?. Bagaimana geraknya bila bola ditarik

sepanjang 16 cm dengan kecepatan awal nol ?.
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Damped system

Gambar 3.8: Sistem massa pegas teredam, sumber referensi no. [3] hal. 64.

Sistem teredam (damped sistem)

Hukum Newton II
Z F = ma
Fi+F = ma
—ky — Cy/ _ my//

my” +cy +ky=0
, Ay
dt
¢ = konstanta peredaman/damping constant

Penyelesaiannya dengan persamaan karakteristik

mA +eA+k=0

k
Nt S+ = =0
m-m
dengan rumus abc didapat
)\1 = 7(1‘%67)\2:70(76

1
dimana o = -—— B=—+c2—4mk

2m 2m

¢ — 4mk disebut determinan

Ada 3 kemungkinan yang muncul

1. determinan positip : ¢ > 4mk  — akar-akar real \; dan )\, (overdamping)

solusi y(t) = cre=(@=B)t 4 o= (0Bt — ¢ M1 4 ot

2. determinannol : ¢ = 4mk  — 2 akar real yang sama X (critically damping)

solusi y(t) = (c1 + cat)e™

39
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3. determinan negatip : > < 4mk  — akar-akar komplek konjugate \; dan A, (underdamping)

B =iw*

w* = ﬁ dmk — c?
Al = —a+iwt A= —a—iwt o= g5
Solusi :
y(t) = e ¥ (Acosw*t + Bsinw*t)
atau
y(t) = Ce *cos(w*t—0)
_ 1B
§ = tan ' &
C = VA+B

3.4 Persamaan diferensial non homogen orde 2
(Second order non homogenous ODE)

Bentuk umum y” + p(z)y’ + Q(z)y = r(z)
solusiy = yn + yp
yp, adalah solusi umum (general solution)

yp adalah solusi khusus (particular solution)

1. Solusi umum adalah solusi ODE non homogen (r(z) = 0), kemudian dihitung de-
terminannya sehingga diketahui solusinya (overdamping, critically damping atau under

damping)
2. Sedangkan solusi khusus y,, dapat dilihat pada gambar 3.9 dibawah

Table 2.1 Method of Undetermined Coefficients

Term in rix) Choice for yp(x)

ke™ Ce™
kX" =0,1,---) | Kx"+ Kpopd" 1+ oo+ Kix + Kp
k cos wx
& i ek K cos wx + M sin wx

T
kfu C?S oo 2" (K cos ax + M sin wx)
ke™ sin wx

Gambar 3.9: Tabel solusi khusus, sumber referensi no. [3]
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E(f)=E sinmt

RLC-circuit
Name Symbol Notation Uit Voltage Drop
Ohm's Reaistor  —\ANM\— R Ohm's Resistance  ohma () RI
Inductor SO0 - L Inductance henrys (H) T %{
Capacitor _) |_ C Capacitance farads (F) Qrc

Elements in an RLC-circuit

Gambar 3.10: Rangkaian listrik R,L,C; sumber referensi no. [3] hal. 93.

41
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Rangkaian listrik

Lihat gambar 3.10. Persamaan matematikanya seperti persamaan diferensial yang lalu
(tanpa kapasitor) LI’ + RI = E(t), ditambah dengan voltage drop % yang melewati kapa-
sitor, C dalam F (Farad) adalah kapasitansi kapasitor, Q dalam C (Coulomb) adalah muatan
kapasitor. I(t) = %.

Persamaan matematika rangkaian diatas

LI’—|—RI+% = E(t) = Epsinwt
L%#—RI-I—% = E(t) = Epsinwt
dideferensialkan terhadap t
21 dl1dQ dE(t)
w Tyt ca T Ta
d*1 ar 1
L@ +RE + 61 = FEywcoswt
1
LI" + RI' + 6] = Eyw coswt....ODE non homogen orde 2

Solusi umum

Persamaan homogen LI” + RI' + 51 =0

Persamaan karakteristik La® + Ra + & = Oatau o® + Za + = =0
Rumus abc

—bE£Vb? —4dac L +
2a -

1 4L
o = pp(-ReyR- )
1 4L
a = (=R R =)

jadi
Ih = cleﬁ(_R'FVRz_%)t —"-02@%(_1%_\/}%2_%)75

adalah solusi umum. Solusi khusus — lihat tabel pada gambar 3.9

Persamaan LI” + RI' + %I = Fgcoswt

r(z) =kcoswz — yp(r) =K coswz + M sinwz
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I, acoswt + bsinwt
dl,

I, = d—tp = w(—asinwt + bcoswt)
d?I

I = dtzp = w?(—acoswt — bsinwt)

substitusi ke persamaan

1
LI" + RI' + 51 = Eycoswt

43

1
Lw?(—acoswt — bsinwt) + Rw(—asinwt + beoswt) + — (coswt + bsinwt) = Eyw cos wt

[Lw?(—a) + Rwb + %] coswt + [Lw?(—b) + Rw(—a) + %} sinwt = Egw cos wt

Untuk mencari harga koefisien a dan b

bagian cosinus :

Lw?(—a) + Rwb + % = Ew
a
Lw(— b+— = E
w(—a) + Rb+ C 0
1
—a(wl — — b = E
a(w wC') +R 0
—as+ Rb = Ep....(1)
s = wlL-— % Reaktansi
X; = wL Reaktansiinduktif
1 . o
Xc = el Reaktansi kapasitif
R = Resistansi
bagian sinus :

9 b

Lw*(—b) + wR(—a) + o - 0
b

Lw(-b - — =
w(=b) + R(—a) + C 0
1
ol — —) — =
(w wC) Ra 0
—bs—Ra = 0....... (2)

dari

1. —sa+ Rb = Ej

2. —Ra—sb=0



BAB 3. PERSAMAAN DIFERENSIAL (PD) 44

didapat

_ EoS EOR
R? + 52 R? + 52

Z = +/R?2+s? disebutimpedansi

dan b=

tahanan total arus bolak balik

Solusi partikular:

I, = acoswt+ bsinwt
E()S t+ E()R . "
= ————Cosw ————sinw
R? + 52 R2 + 52
I = Ip+1,
A (—R++\/RP— L) A (—R—/R2—2L)t Eys EoR
= ccjeRL C /" 4 coeRL ct 4 — coswt + ———= sinwt
R? + 52 R? + 52
In
IP
Soal :

Dapatkan persamaan arus I(t) pada suatu rangkaian RLC.
gambar 3.10; R =11 Q, L =0,1 Henry (H), C = 10~2 Farad (F),
f =60 Herz (Hz), E(t) = 110 sin wt, w = 2xf,

Syarat batas ketika t = 0, arus (I) dan muatan (Q) sama dengan nol.
Osilasi paksa (forced osillations)

Lihat gambar 3.11

bentuk persamaan menjadi my” +cy’ 4 ky = r(t), r(t) adalah driving force = gaya luar yang
mempengaruhi sistem

r(t) = Fycoswt dan (Fy > 0,w > 0).

Maka persamaan menjadi PD non homogen:

my” + ¢y’ + ky = Fy coswt.

Dengan solusi y = y, + yp, Y, adalah general solution dan y, adalah particular solution.

yp(t) = acoswt+ bsinwt

dideferensialkan (chain rule)

y, = —wasinwt+wbcoswt
"o 2 27 o3
Yp = —wacoswt—wbsinwt
disubstitusi ke persamaan my” + ¢y’ + ky = F, coswt

dikumpulkan bentuk sinus dan cosinus didapatkan :

[(k — mw?)a + web] cos wt + [—wea + (k — mw?)b] sinwt = Fy cos wt
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D(!Pcl.'H-q“ tw;,mg T \)qda suaky 'm(r;ﬂ‘u.im RLC.ﬂ I

R =1 '
L =0,i 4 |
C =™ *F

0 = o ¢ip wt

= e sn 317 €
w o= anl - o 314 60 =377

'qu.-a-’r batzus ek, E=

=0

0 — arus CE) dan truatoe Cgd

gO‘UQ‘\' = l
Pérmmaam vmnuwm LT Yew il e & = =®)
. C

THT e A = o .37 cm;zﬂé'

P.ti‘s. homa%{n ot %% I 410 L=o
- karaueris ki SR s Y P

1
17 4 o D X ieen =0
Ca+ioe 2C 2 -l-:o“)-:-p

A, = -too A, = -lo
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UMUK T—‘n 1= o 1 + Ct .erq-\,f ;
. ~tok :
. = C e l°.+c¢g"[°°t
Bolusi Khwsus © B0ty - 0 gews b o wt

= a 6333k 4 bep 213t
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- BRI | . i i
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b - E

o R kg lgﬁ‘
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A ' | %
//\ e ¢
T o= L+L, ‘—Q/ t\/( S
1 e_uoh _io6k
3 +C,e = 71 Gt 393t 40, T96 o 37 E f/”\
! ¥ .: - | D
2n C, dan €. 4dccary dasi 'z.taa.t:d.‘ ba‘\'kg ‘F’b'{f
. v
—~= @ daw T = &
P ='a -o
= == TRl s g + C, &€ —1271C<0+49,196 R O
Q@ m D o Ey SRR 2 s w aghy, ma,
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iR+ R — v : % -
IKT_A“:.'—'O L’I—‘ 4?"-0""0 Zﬁcjgtﬂo
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=

-
= Spring

-

=

] Mass tr[t!

Mass on a spring

Gambar 3.11: Osilasi paksa, sumber referensi no. [3] hal. 85.

dari dua persamaan

(k —mwa +web = F

—wea+ (k—mw?b = 0

maka didapatkan harga a dan b adalah

0 - F k — mw?
B O(k:fmw2)2 + w?c?
wce
b = F
Ok — mw?)? + w2
jika
| k
— =wy k= mwg
m
maka harga a dan b menjadi
2 _ 2
0 = Fy m(wg — w?) _ R we

mQ(wg _ w2)2 + w2c2 m2(wg _ w2)2 + w2c2
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Analogi besaran mekanika dan listrik

1. Persamaan diferensial untuk rangkaian RLC

LI" + RI' + é = FEycoswt

2. Persamaan diferensial untuk sistem massa pegas

my"” + cy’ + ky = Fy coswt

Table 2.2 Analogy of Electrical and Mechanical Quantities

Electrical System Mechanical System
Inductance L Mass m
Resistance R Damping constant ¢
Reciprocal 1/C of capacitance Spring modulus k

Derivative Egw cos wt of
electromotive force

Current I(f) Displacement y(f)

Driving force Fcos wt

Gambar 3.12: Tabel analogi mekanik listrik, sumber referensi no. [3] hal. 97.
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3.5 Persamaan Diferensial Parsial
(Partial Differential Equation / PDE)

PDE meliputi penurunan sebagian (parsial) dari fungsi dengan variabel-variabel 2 atau

lebih

Jika y adalah fungsi dari x — y=f(x), maka turunan y terhadap x adalah % merupakan laju

perubahan y terhadap x.

Jika z adalah fungsi dari x dan y — z=f(x,y), maka turunannya adalah 22, 9= disebut dife-

rensial parsial.

Jika diturunkan lagi

0 0z 0%z 0 0z 0%z 0 02z 93z

drdx 02  0zdy  Ondy’  Ondady  0c0y T O

Notasi yang biasa dipakai z = f(z,y) — % = =fo=fi
Contoh
2 o= fla,y)=aly+e™

% = %Efx52x5f1=3x2y+yezy
%?J; = %Efy52y5f2=x3+xezy

88;(;; = aigy = foy = 2oy = 12 = 327 + Y + zye™
% = % = for = 200 = f11 = 62y + y7e™
ZZ{: = ggyz = fyyy = Zyyy = Jazo = %™

822;3/ = 3izgy = fowy = Zusy = f112 = 62 + 2ye™ + zy®e™?

Contoh pada termodinamika T=T(p,v,s,u) artinya temperatur fungsi tekanan, volume, en-

tropy, dan energi dalam.

() turunan fungsi temperatur terhadap tekanan untuk volume konstan
v

turunan fungsi temperatur terhadap volume untuk entropi konstan

or . .
( ) turunan fungsi temperatur terhadap tekanan untuk energi dalam konstan
( ) turunan fungsi temperatur terhadap entropi untuk tekanan konstan
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3.5.1 Diferensial Total

diferensial total dari

z = f(x,y) adalah

dz = %dm + %dy
secara umum untuk fungsi
u = f(z,y,2,...) maka diferensial totalnya adalah
_of of of
du = 6xdx+8ydy+8zdz+m

Contoh soal :

1. Dapatkan j—;’ jika y = In sin 22

jawab :

y = Insin2z
dy d d
2 = _Z(ln sin2z) = — sin 2
dx da:( n sin2z) sin2zdr
1 9 d2x  cos2z cos 2z 2
= cos2x— = = =
sin 2x dz sin 2x sin2r  tan2x
Bisa diselesaikan dengan chain rule
dy _ dydudv
dr — du dv dx
y = Insin2x
y = Inu
dy _ 1
du  w
u = sinv
du
— = cosv
dv
v = 2z
dv
= = 9
dx
dy 1 2
Lo Zocosv2= 272 =
dx u Y sin2z " tan 2z
2. Dapatkan % jika z = 2t sint
selesaikan dengan diferensiasi perkalian (uv) = u'v + v'u dan dengan diferensial

total.
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3. z=aY x=sint y=tan"'t

dapatkan 2.

4. Diberikan z + ¢” = t, dapatkan %% dan ‘Z,% untuk x =0dant=1.

3.5.2 Persamaan Difusi / Persamaan Aliran Panas

( The Diffusion or Heat Flow Equation)

Referensi 6 halaman 550
Panas mengalir pada papan / lapisan / dinding (heat fow in bar or slab)

Persamaan aliran panas adalah

1 Ou

2 —_— e ——
vu*oﬂat

u adalah temperatur dan « adalah konstanta sifat material / bahan yang dialiri panas tsb,

dan t adalah waktu.
-0 .0 0
vV = (974»]87]/ %
<0 .0 L0\ [0 .0 .0
2 _ v= (<% -9 9\ L -9 1.9
v V-V (Zagﬁjay+ 8,2) (Zax“ay+ 82)
0? 0? 0?
T ezt oz
1 Ou
2 —_ -
Vi = a? Ot
Pu o w1
0r2  oy? 022 a2 ot

Diasumsikan solusi dari persamaan diatas adalah
u=F(z,y,2)T(t)

u adalah temperatur
F adalah faktor u yang tergantung posisi (X,y,z)
T adalah faktor u yang tergantung waktu (t)

Substitusi persamaan diatas ke persamaan awal, didapatkan

1 dr
TV’F=—F —
v a2 dt
dibagi dengan F T
1_, 1 1dT
Bl v 22 Rl
Fv a2 T di



BAB 3. PERSAMAAN DIFERENSIAL (PD) 52

D3 .?ﬂl‘sqwa.cm Di{crms‘m\ Poctial C PDE)

/| Listia
. na
Condohh seal . .s-a_ﬁ;-——- wati
z Dapd.\\:‘_;m d;x; :}*l\q_a Z = -

24* sint
‘_;'G'“C'\Af\ & -?Miu‘iiq =N k"—rhq.u.aq
U'v +v'uy Aa.n dangan &i%-rmﬁa_ﬂ 'lro‘!'b-\ )

géhs:aih.a.nd*
Cuv)' =

© A“Jiusuﬁat,“ ?em’t.‘q,, Cuvd'= 0l ~v'u
2 . abT S-lf"\ ,t ! ‘i_/,( / ;},'
o e §
- ~
dz 3 ' ' ! :
e = B =g = U Y 9 7
At St 38 x te=73g
= e St & Lh e

2t L. % Bd= to
= &t Swht 4 24> tecd

@ Az Lecensial 't-‘D“"&'. dz = ?_2_'_ dx + B8Z C}_T

. D x 2y
Z = 217 swmd '
e
%X
42 = = Ay & 2% Ay
i . dt
dz . pz dx 4 22 dy 1
ok 2= At 24y 4t
= XY o o =Y .8—2: =
ax T E ;
4 :
‘ : 3y
g 3 8w OF x = EY
—— = = A +
ks x'Y 4 \rlx = I:mnlrukqu Latto
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8. B =xY % o= Snt Y:"Cﬂ'\“’c.
d-GPo."l‘ka.v\ C}_?:-
et
Qv\. mus it %—wmﬁ‘m‘ -\'o-’mll
Z
da OF g o R ay
x oY
b4 y =5
X sy ?_E = T?(y : iz _ ----Cnhwfdu\uj
ox Ch

y -1
AZ 2= i

: ]
et bk + x A x {—
-1 K

¢z T-;(j we ¥ .+ “

A% '

1

o
%X
| (O
S:n k . e P T l+&
ie

; ‘;1 4 ) {ﬂy\.‘{{— s
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x )

S i -

4 engan X =

ey




BAB 3. PERSAMAAN DIFERENSIAL (PD) 54

4. been'kqn X 4e* =% quw‘qun _d_)f dmf_)_" vaklbl

X=o0 at 4+
t=1 — PRalat (1
kb a @ dx | gx
ot ae

: 4t
o, S
dk 4+
C\ -‘i-l?.{) % = | —= Leg
at at -
ditreunban e dt
dixl Lo @F . 5 " éf d,ic_
dk at* at T
dt™ at> Lurj :
x = 2
(e ) A_X_ £ o L F T=o
d+* rg< ) '
4™ [14e¥)
=0, =
dt | 42% | +g° 2.
&x o _ 2 < 5 . e
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Ruas kanan = ruas kiri = —k?2

Ruas kiri: —V2F = —k?
atau
V2F+ Kk F=0

disebut persamaan Helmholtz

1 1dT
R k : e a4
uas Kanan a2 T dt
dT
— =—k*a’T
dt «

diintegrasikan

T = 67k2a2t

contoh :

Aliran panas melalui dinding dengan ketebalan I (misal dinding lemari es). Diasumsikan
permukaan sangat lebar sehingga efek adanya tepi diabaikan dan diasumsikan bahwa
panas mengalir hanya pada arah x saja.

Dimisalkan lapisan dinding mempunyai distribusi temperatur steady state awal dengan x
=0 adalah 0° dan pada x =1 adalah 100°.

Pada t = 0, dinding x = | (sama dengan dinding x = 0) ditetapkan pada 0°. kemudian akan
dicari persamaan temperatur pada setiap x (pada dinding) pada setiap waktu selanjutnya.

Temperatur steady state awal uy memenuhi persamaan Laplace

Viug =0
9%u 9? 9?
0, ug n Uug
0x? oy? 072
untuk satu dimensi
82u0

or2

=0

Solusi untuk persamaan ini adalah ug = ax + b, dimana a dan b adalah konstanta yang
didapatkan dari kondisi awal. Yaitu pada uy = 0 pada x = 0 dan ug = 100 pada x = I, maka
didapat:

Dari t = 0, memenuhi persamaan Helmholtz satu dimensi

d’F
4+ K’F =
dx? *
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sin(kx)

Solusinya adalah F(X):{ cos(kx)

e~ ™t gin(kx)
ekt cog(kx)

Kita tidak memakai solusi yang cosinus dari permasalahan ini, karena u = 0 pada x =0. Dan

Sedangkan u = F(x) T(t), dan T = e*kQ("Qt, maka u =

juga diinginkan u = 0 pada x = 1, yang memenubhi adalah jika sin kl = 0, dimana kl = n,
atau k=" (nilai2 eigen/ eigen values). Maka solusi-solusi dasarnya (atau eigenfunction)

adalah

2,2 . _(nma)?2 . nhmx
w=e " sin(kz) = e T gin ——

l

Dan solusinya adalah sebuah deret
_ b o (nza)2y . MTT
u 7;1 (& Sin 7[

pada t =0, u=uy, yaitu

= 100
u:Z by, sinnlﬂ:uo:Tx
n=1

Artinya mencari deret sinus Fourier untuk (100/1)x, pada (0,1); maka koefisiennya adalah:

10021 1 200 (—=1)"1
— El,(_l)n—l — EL

" Il m™n ™ n
Dengan mensubstitusi ke persamaan di atas, didapat solusi akhir

_ 2000z TE L (amay
T l 2

o 2mx 1 smay2, . 3WT
U SIHT+§e U smT—i—...



BAB 3. PERSAMAAN DIFERENSIAL (PD) 57

RANGKUMAN :
Sudah dipelajari tentang :
Persamaan Diferensial homogen dan non homogen orde 1 dan 2 dan cara penyelesaian
secara pemisahan variabel maupun secara analitis, untuk sistem teredam dengan menge-

tahui nilai determinan maka dapat digolongkan 3 macam redaman yaitu :
1. Under damping
2. Critically damping
3. over damping

Serta pembelajaran PD parsial dan PD total serta cara penyelesaian serta aplikasi pada be-
berapa problem.

UJI CAPATIAN PEMBELAJARAN :

1. Dalam suatu tangki penyimpanan Bahan Bakar Minyak, fluida mengalir melalui su-
atu lubang pada dasarnya. Diameter tangki 5 meter, diameter lubang 2.5 centimeter,

tinggi awal fluida 4 meter. Kapan tangki menjadi kosong ?

2. Kerjakan soal sistem massa pegas diatas tetapi ditambah dashpot dengan konstanta
damping
o c=100kg/s.
o c=60kg/s.

e c=10kg/s.

BAHAN DISKUSI :

e Bagaimana cara untuk mengetahui ketinggian fluida pada tangki penyimpanan BBM

diatas untuk beberapa waktu yang berbeda ?
o Apakah arti fisis dari under damping, critically damping, over damping ?

e Jelaskan maksud resistor, kapasitor, induktor, impendansi, reaktansi kapasitif dan

reaktansi induktif ?
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3. THE DIFFUSION OR HEAT FLOW EQUATION;
HEAT FLOW IN A BAR OR SLAB

The heat flow equation is

(3.1) Vi = :

o ot

2 is 1 constant characteristic of the
which the heat is flowing. 1t is worth while to do first a partial sepa

a space equation and a time equation; the space equation in more thas
then must be further sep d into ordi differential equations in =
and z, or r, 8, ¢, erc. We assume a solution of (3.1) of the form

where s the temperature and

(3.2 u=Flx, 3, 2T

caning of T; we have previously used it for

(Note the change in m
¢ time-dependent factor in u.) Substitute (3.20

is temperarure and T is thi

get
1 4T
(3.3) TVIF=—F—.
o dt
== _AHE [IFHLSHYS OF LYY FLOW BQUATIE 35l
e (330 by F b0 er
1 (K
Lop LLeL
f‘“ at T i
wide of this dentity & & funetwn only of the apste viriables &, 3. & the
d we

& u funciia oty of fime. Therefore both siden wre: the. s masmn

;_E“P- b e W EE=L

L0 FL LA L et
Liflo g W Gmoweh
sqeentiom van be integrated £ e
R

4 physical veasan here for-chussing the separatynn ponsan | —#) 3 be
e 1 incoetoit, the trmperuturc o o body might decrems 1oz 13 18 (10h
st infnaty a5 it moubd if we bad uasd +4" in (15) and (3.6)
wquisicn n (553 in the Helmholts equation {13] wt pramisad. Tou will figsl
o 11} tran tha space paet af the weve equatlen s alie the Helmbehs eymation
e conyier the o of el thewgh o slob of

4 tie cxample, the wall o€ & refrgennr), We shall

e fcss of the sb are s krge sha me may

e o effoets and assume v heat flums unli L fhe s

SEigure 1.1). iy problem is then slcancal with ihe

eat . In-a haw of Teogt { wich insulited sides,

ot cases  thu. hear flow is just an che o directi

dabs has anitially @ arsadr-stare tempesature de- L %
the x =D wall at [ aad e x =1 wall a1 1087 :
an, bt che & = [wall [as wedl a5 the s = 0 wall) be
e manc to find the empermure o sny @ [in the

e e : FIGURE 31
temperatiin: diseritiuson,

ar, e ic is inceresting to sex thes frem ur
s Laphice's. squabinn. whith in
6 wibitiom of thiy cywition & a,y = e+ 6
ndizizes. Sines

B case s ol = (L
b sre, vonezanie which st be fexnd m it the given co
= 8 ami g = 100 47 £ =4, we hase
00

g

I
» st the hear o sqatiun (L10 We hons alveudy separized
e (120 where TUr| i given by (161 and Fiey saiebes the fire of

5}, namely

ViE+ PE=1 ar
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Lol P S
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L an
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118 T T i
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s [ - EIT
(3049 =% ;(—!! = 5
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irr

i o LB g
— et svn—l-b-ir A i

FERC -1—‘:‘3[; i
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Sven 6 Twn dificret coEsLang valhice. differsny froam 220, Tham,

inial sy stare, the Anal ety s is a4 et fuacton af distance. ¥

X s e of gero,; W cbmin & suluiion weading m

il soeady smaie, e aild v (3171 the Sinear umuion fp eprEEning (B
s e wrlle iwacad of {312)

aveady AT
(1 asr
(316) e B S A

o¥ FLEW O ATHIN 35

ing o (3110

far 1= 1I, the equstion wnrresprand)

= EpEn T
= i

b g £ D T g — p EET dhan iy which must b expandid g Fousies
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\argd; 1w b beat: fnws @ or U o b ot This wil) be True i e
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i v vy ke carchully
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o o k=
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1 oz owg il
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e g T
'

s infinite sty o thlsbness f, the B¢ = s o I and the

Fae i el ar LNI" s (e = LB 30 L8

~ fieai 107, Erae 1= D im, thet
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bar ix glven by
n{z.ﬂ)'x-au" coa 17X,

find

2t
23
n’r 2

2T

ot 12 3
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Hint: Finduy-up and compare with uy in cexe (3.13).

When the ends of ‘the bar are insulated, we want %wo at the
ends. We use from vext (3.10) the basfc sclucion containing

cos kx since thon o (con oy = -k ginks Lo zevo at x=0 md, with
bmnn/l, it iz &lso zero at x=L. When k=0, cexr (3.8) iz
E"wd, go the k=0 solutions sve x and const, Eince dufix=0
at the ends, we uge only the comstant which fs alresdy comtained
#n con kx with k=0, Thus the tempersture distribucion in the

2
ufx, 1) -g nle':“‘"‘"” *cos I,

We are plven ulx, U} =% 50 the a ‘s are decemmined by |

This says o eipand ¥ on (0,4} in & Fouricr cosine serles. We

: . H L
a, -%fz eon—"?d:-%(.%} (can“—z—“ﬂ—!—'*am—r“"’)lo
2 0, ewenngl,
{oos oy - 1) I adlin.

The conmstant fewm ia caltad ap in the serdies shove Instesd af
/2 as in Chapter 7 of the text; then the integral for 4, frem
text Chapter 7 muat hara ba divided by 2 {or slae aimply derive
it vslng orthogenality as diacuased in text Chaprer 127, We find
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§. A cylindrical buoy 2 ft in diameter stands inwater {demsity 62.4
1o/ ) with its axis vertical, When depressed slightly and re-
ipased, it is found that the period of vibrationm i= 3 seconds,
Find the weight of the cylinder, .

Taks the origin at the intersection of the axis of the cylin-
ger and the surface of the water when the buoy is in equilibrium,
and take the dosnwerd direction ss positive.

Let x (£t} denote the change in the position of the buoy at
time t. By Archimedes’ Principle, B body partly or totally sub-
serged in a fluld is buooyed op by & force equal to the welght of
the fluid it displaces, Thus, the corrasponding change in tha
buoying force 1s 62.4n(h?x and

2
4% . _epans or g, 2N
i dt? L

o=
n

shiére W (1b) is the waight of the buoy and g = 32.2 ft/sec’.

Integrating, x = €y siny/ 2000/t + Ce wos v 20000/ W 1.

Singo the period is M . kW = 2 K=
V'anoam/ ¥

2008

= 640 1b.
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IC CIRCUITS.

& electrie circuit consists of an inductence of 0,1 henry, &resistance of 20 ohms and a con-

@=nser of capacitance 23 microfarads (1 microfarad = 10°° farad).

==rrent [ at time ¢, given the initial conditions
couloab, @ = do/dt = 0 when t=0,
—0.2 ampere when £=0,

(g} g = 0.05
(b) g = 0,05 coulomh, i =

Stace L =0.1, R='m, €= 250", Ett) =0,

& i 5
e L R ]
o + Rda + & Eqty 0
reduces to 2
LE ] dg |
t 200 3 400,000 = 0O,
Tatagritiss, q o ¢ v w0 VBT - B w100V ),

Differantinting cote WIth Tempest tod,

= t00e P LB Ay con 00VETE - (VEA ¢ B mlm 085,

i3

it

‘) Dulig tha dndtin] conditiss goe GL05, 2 - 0 sben £ =0, Ll

v 506 e 0

Funss, 2= o "5 con e - G008 i B2EE)
= iz e g ganse,

b Using she inftal conditlons g = 008 4=

uns i

0,2 won te g,

-1one
[

Heann, q - 0 cog 024,50 + 0.007T sz 034513

Azt £ TR 0 con €k, 5e ~ Bh-als 038y

Mote that g wnd | are tramstects, nith Becoming aesligible very galedly,

23, 4 elrcult comists of an idmitass of 0,05 wnfy, o reaist- —
nnee of 9 oive, o sondeiser of cagueitance 10 HlerecaTaos, :
wod o naf of E - 100 voite, FInd ¢ wmd g, cieen the dnitial i
sodibiom ge, 10 vhee £,

P 2
Here n.os;: - 3,
a3
m— 29 4 w0 4 wonwe - o900,
b dt

- =
Latarratise, g & ¢ (A cos ap0e s B oaln €t e 001 Cximnin.y

Mitierentiating onre with raspeet o,
i g = 2000 B0 ek~ 28) com 01+ B 24 ntx @011

Talng the loftfial eciditions: 4 = 001, -4+ 28 =0, snd B« -8 005,

s
hivm “ae Mt cos w0y - bo ata 400 + n01

-
and o e M g sane

Here 1 hocuees nogllaibie vy moon shild g, fer Wil purposes. bScoaes § = o.0f,

4. melve Probles 33 gesming thet Uiers (s 8 variobla eaf of

Frty = 10 coe a0t Eellf i
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Liln the initial conditions: A = -0.01, -

004 + 3008 + 1 =10 and B - =0.00735.
—200%
g

Then
(- 0.01 cos 400t - 0,006 sin 400t} + 0.01 cos 20¢ + 0.005 sin 0t
-200¢ ;

i = ¢ (= ©cos 400t + 5.5 sin 400t) - 2 sin 200t + cos 200t
1

*‘e the transient parts of g Bnd ¢ very quickly becoms neglicible. For this reason, when
Er=nsionts may be neglected, one peeds Find only the stemdy-state selutions

9 = 0.01 cos 200t + 0.005 sin 200t and
= frequency 200,20 cycles/sec of Lhe steady-state solutions is equal to the frequency of
#cplied emf. (See also Probiem 25.)

L= cos 200t - 2 sin 200¢,
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Transformasi Laplace

Capaian Pembelajaran :

—_

. Mahasiwa mengulang materi tentang bilangan dan aljabar komplek

2. Mahasiswa mengerti tentang Prinsip Transformasi Laplace (TL),
integral Laplace, theorem-theorema Laplace.

3. Mahasiswa memahami cara pembuatan dan penggunaan Tabel TL

4. Mahasiswa mampu untuk menyelesaikan solusi PD

dengan mempergunakan Tabel TL.

Deskripsi :
Persamaan Diferensial yang didapatkan pada pemodelan bisa dicari solusinya dengan be-
berapa macam cara a.l. secara analitis, deret selain itu bisa dicari dengan cara menggu-

nakan TL. Dengan beberapa macam cara hasilnya seharusnya sama.

7.1 Bilangan komplek (Review)

Suatu persamaan kuadrat az? + bz + ¢ = 0, solusinya dicari dengan rumus kuadrat (rumus

abc)

L —b+Vb?2 — dac
- 2a

diskriminan d = b — 4ac

d =0 akar-akar riel sama z

d > 0 akar-akar riel tidak sama z; &z

d <0 akar-akar komplek z1 o = x £ iy

z1,2 = = iy disebut bilangan komplek
x adalah bilangan real — Re(z) = «

y adalah bilangan imaginer — Im(z) =y

bisa juga ditulis z=(x,y)

86
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digunakan simbol i = y/—1 dengan i* = —1

contoh :

1. V=16 = V16/—1 = 4i

2. 22-2242=0

2+V4—4.2 _ 24+/—4 _ .
5 = 5 =142

21,2 =

Bidang komplek (complex plane)

(z,y) =z +iy atau (r,0)
x=rcosf dan y =rsinf
sehingga x4+ iy = rcosf + irsinf = r(cos 6 + isinf)

magnitude dari z =1 = |z| = a2 +y?

sudutdari 2z =6 = tan"" ¥

jadi z =|z|cos§ dan y=|z|sind

0

cosf +isinf = e .. Theorema Euler

x + iy = r(cos  + isin @) = re'?

Jadi bentuk rectangular = bentuk persegi panjang :
z=x+ 1y

z = |z|(cos 0 + isin 6)

bentuk polar :

z=z|<0=r<¥0

z= |z|ei0 = re?

complex conjugate dari z = x + iy adalah z = z — iy
sehingga
z=a+iy=|z| <0 =|z|(cosf +isinf) = re’
Zz=x—1y = |z <-0
= |z|(cos (—0) + isin (—0))
= |z|(cosf — isinf)

= re ¥
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Aljabar komplek

Dua bilangan komplek z dan w dikatakan sama jika dan hanya jika bagian riel sama dan

bagian imaginer sama
z=x =14y dan w=u+1iv

z=w jikadanhanyajika z=u dan y=v

Penambahan
24w = (z+iy)+ (u+iv)
= (z4+u)+ily+v)
Pengurangan
z—w = z+4(—w)=(r+iy) — (u+iv)
= (z—u)+i(y—v)
Perkalian

¢ Bilangan komplek dikalikan bilangan riel az = a(x + iy) = ax + iay
¢ 2 bilangan komplek dikalikan
2w = (xz+iy)(u+iv)
= zu+ iyu + izv + i2yv
= zu+i(yu+zv) —yv

= (zu—yv) +i(yu+ zv)

e Perkalian bentuk polar

z = |z| <@
w = |wl<¢
aw = el < (0+9)
e Perkalian dengan i
z = zH+iy=2<96
i = 0+i=1<90°
iz = (1<90%)(z<0)=|z] <(6+90°)

Perkalian dengan i adalah rotasi sebesar 90° dengan arah berlawanan dengan jarum

jam
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Pembagian

e Pembagian bentuk persegi panjang

z  xHwy Tty u—iw

w utiv  u+iv u—i

(zu + yv) + i(yu — zv)
u? + v?

U+ Yv Yyu — TV
)
u? + v? u2 + v?

e Pembagian bentuk polar

z |Z‘<9—ﬂ<(9—¢)

w o w <o fw|

e Pembagian dengan i

z r+iy xT+iy i xi—Y .
— — - = - = =Yy —1r
7 1 1 7 -1

atau
z |z| < 0
7 = 1<oe |z| < (8 —90°)

Pembagian dengan i merupakan rotasi sebesar 90° dengan arah sama dengan arah

jarum jam
pangkat dan akar
2" = (|z] <0)" = |z|" < (nd)
1 1 1 0
S = (<0t =lafF < (2)
Catatan :
[2w] = |z][w]
|2+ w| # 2] + [w]
komplek konjugate dari z; + z2 adalah #Z+%
|2 = V72
Soal bilangan komplek

Jadikanlah bentuk polar (z = < 0)

244
L z= 35

2. z = (8,66 — i5)>

3. 2=(2,12—i2,12)2
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Jadikan bentuk persegi panjang (z = x + iy)

4.

10.

1. z = T(cos 110° — isin 110°)

10.

z=—1—1
z=(1+1)?
z_‘/lgjfi
z:l—%
2= —43
z=3

.z:\@ef%i

z = 2(cos § +isin )

z=1/2¢i’

z:cos%”—&—isin%”

z = 5(cos 0+ isin0)
z = 5(cos 20° + i sin 20°)
z = 2(cos § +isin )

2 2 )

z = 4(cos % —isin =

zZ=cosSm—isinmw

7.2 Transformasi Laplace (Laplace transformation)

90

Salah satu metode untuk menyelesaikan persamaan diferensial adalah dengan transfor-

masi Laplace.

Step-step dalam metode transformasi Laplace :

problem (t) di ruang t — transformasi Laplace — persamaan (s) di ruang s

!

!
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t-space a-spaca
Given problam Subsidiary equation
¥ -y=t S (B2—1)¥=s+1+ 1/a2
»0) =1
»iO=1

'

Solution of given problam Solution of subsidiary equation
ylt) = +sinh ¢ —¢ B T i

s—1 g2-1 42

Gambear 7.1: Transformasi Laplace, sumber referensi no. [3] hal. 215.
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solusi (t) di ruang t <— invers transformasi Laplace <— pers. diselesaikan (s) di ruang s

Transformasi Laplace :

LIFWO] = F(s) = [ f(t) e*dt

f(t) : problem, suatu persamaan fungsi waktu, sedemikian hingga f(t) = 0, untuk t < 0
s : variabel komplek
L : operator transformasi Laplace
J;° e7*tdt : integral Laplace

Invers transformasi Laplace :

f(t) adalah solusi dalam ruang t.

Theorema diferensiasi :

SI0] = L[] =5 Fs) - 0
turunan 11 ﬁ[j—;f(t)] = L[f"(t)] =s*>F(s)—s f(0) — £(0)

turunanl £ [

f(0) adalah nilai awal dari f(t), yaitu pada t =0,
f'(0) adalah nilai awal dari f’(¢), yaitu pada t=0.

Theorema integrasi :

Theorema residu :

B(S) aq as (279
F = = —= .
(=) A(s)  s+p1 s+tpe 5+ Dn
B(S)}
a = S+p
= VAG) ),
E = 1,2,..n

Theorema pergeseran s (s shifting) :

Untuk
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dan untuk

F(s—a)= /OOO e” T f(t)dt = /DQ e (e f(t))dt = L]e™ f(1)]

0

sehingga
_ s at - s-a
kalau  L[coswt] = T maka L[e coswt] Ga? +o?
. w at : — w
kalau  L[sinwt] = e maka Lle* sinwt] = Goaitar

Sifat kelinearan

95

Bila f(t) dan g(t) mempunyai transformasi Laplace yaitu £[f(t)] = F(s) dan L[g(t)] = G(s).

Untuk sembarang konstanta c¢; dan ¢y, berlaku :

Llerf(t) +cag(t)] = L[f(t)] + c2Lg(t)]

= 1 F(s)+ c2G(s)
maka berlaku juga untuk invers

L7 e1F(s) + c2G(s)] = L7 F(s)] + coL7HG(s)]

c1f(t) + cag(t)

Contoh 1:
Fungsi step (step function)
Diketahui fungsi f(t) = 1, ketika t > 0

fungsi ditransformasi Laplace

LW = F(s)
= L’[l]:/o e‘“.l.dtz—ée‘“@o
= ) === - )
= —;0-D=2

Contoh 2
Fungsi eksponensial (exponential function)

Diketahui fungsi f(t) = e ketika ¢ > 0 dan a adalah konstanta.
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fungsi ditransformasi Laplace

LIf®)] = F(s)=L[e"]
_ / eatefstdt _ / et(afs)dt
0 JO
— / eft(sfa)dt - _ et(sfa)‘
0 $—
1 . oy 1
o —S — a(e € ) o S—a

Contoh 3 :
Fungsi hiperbolik (hyperbolicus function)
Diketahui

coshat = 1(e + e~ ) = Leat 4 Leat
et —emot) = Jort - }

sinh at =

Dapatkan transformasi Laplace, jika diketahui sifat-sifat kelinearan

Llaf(t) +bg(t)] = aLlf ()] + bLIg(?)]

jawab : ...
Contoh 4 :

Carilah invers dari transformasi berikut ini :

O = e o
i [3(s+1)—140) ., (s+1) . 20
10 = G ) = e irvee) - erea)
f(t) = e *[3cos(20t) — 7sin (20t))

Tabel Transformasi Laplace

Dari data-data diatas akhirnya akan didapatkan tabel transformasi Laplace

Kerjakan soal dibawah dengan menggunakan tabel Transformasi Laplace
1. Dapatkan Transformasi Laplace dari fungsi berikut

o f(t)=2t3+ 3cos2t

o f(t)=4t? — 3sin2t

Jawab



BAB 7. TRANSFORMASI LAPLACE

L[f()] = L[2t* + 3cos2t] = L[2t*] + 3L][cos 2t]
3! 5 12 3s
= At T At e
_ 355 + 1252 + 48
N st(s? +4)
L[f(t)] = L[4t* —3sin2t] = 4L[t*] — 3L][sin 2t]
2 2 324 852 — 653

Z _3 =

53 s2+4 s3(s?2 +4)
o f(t) =sin3t + 3 &%

o f(t) =3 cos3t —4sin 3t

2. Dapatkan Invers Transformasi Laplace

e Fls) =25 -5

b F(S) = 824%—’_ SEQ

jawab
3 4
71F _ -1 o
LFE] = Ly ]
1 1
_ —1 _4 —1
3L [5—2] £ [s+3]
= 3eM —4e
4s 3
-1 _ -1
1
Y e —1
£ [32+9]+3£ [3—2}
= 4dcos3t+3e%
oF(S)ZiSii

3. Dapatkan solusi Y(t) dari persamaan diferensial
y" + 4y’ + 4y = e 2! dimana y" = ‘572 dany’ = %
dengan keadaan awal

y(0) =0,y'(0) = 0.
4. Dapatkan solusi X(t) dari persamaan diferensial
d’z dx

x” + 42" + 402 = 0 dimana 2" = %5 dan 2’ = ¢

dengan keadaan awal



BAB 7. TRANSFORMASI LAPLACE

5. Dapatkan solusi X(t) dari persamaan diferensial
" + 32’ + 2z = 0 dimana z” = fl;T;” dana’ = 4
dengan keadaan awal

2(0) =a, 2'(0) =b; adanbkonstan

Frgsnalaan Sifak - Sifat 'lin«uri’mg o ,cqlotll. T LN
W lar . - i i fa ..
m{.) e %""‘\""fwv.‘ bertludt o iy

= 2t 4 3 wsat

ST S sy +
- PR iy

@) = FUp 3k ~ L 3t

2

]

R L T

3 R 2 <
Liac4swmat) o 2 0 4ey +3 84wtz 2 rz—
. , e g- g S g
oo o3 SHiadigs
SY¥ gty S¥ Cstrad
L. At ~3suet g i
tlat™—smat)y = a b px™y -3k inay
i cTD 4R e ® 7 st
i g"-‘_q 2 :

i Ly € Cetha)is
£ov s sist vaet i b
S;'ﬁ_{_.v-.st__-t- ‘Lﬂstj = L hnsy +2048 e 1

st 415 49

=3 a1t - —_— T
$*9 -3 . .(91_‘5) Cs- 3)
i " i;

' -"%‘Ur)‘:z' st - 4wt

{3%;& 2 L § L) _4 T i%“?‘j

Al T . il
§49 =4 5"'+j
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LT3 el ~gemst ]

38 Tt F-};C[:M-skj

B ey ok iy 3:&””"9
§tq st S+ g
Contzh 2 —3 C

St q
-\ - —t
£ Bsar = % 5 3 + 5 k 25F

[ £Fa g g7 2

]

Lz wak 4 R Cwoag

%U»'} = 3 v oxb % iw 2t

™ Whinane
Filon '?-*"-' Aia %‘G) w“"‘?"w'iq:‘ :\;rm%ﬂw-ﬂ-h S-mp'lue !.lu-;\r\q *

beata :

LQcgem 4 o gty = € RAIWOY 4 6 b fanly
= g, Frs1 4 ¢, GsI

n.lu'bd.\-vwln:

g it‘ Besd 4o, Gesyy = G Ly EGaY e, Q"i acsly
= ¢ {tn + e, amid

S-A. T {mwies 'k'ﬂwl?m“m‘ wah.u

un bk FCS') o ";;5,13' ‘“"""“‘1‘ c'li‘nu(lum ol.ej-. 2
———

27 .

Lty = TCs) ta. $%99% = Gesd uahl Semb ity lem b o dn e,_z.‘,'.:,
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s Lovmasi Raplace ' ' “

avton §olues Y daws sawu.m;q &I(wmh-\i

"ray' 4ay =27 D dwane 0= & Aeny' = 94
;E.\A‘\M keadaon awa | ¥ db ? %& .

y 1 =8y ek, — Rk
Ty'say +47]= £ Te™ ] = Tomfoues fqae

SFY ~- e ~ Yo 4 4’(5“_’7")*4T:L
k % = Sta.
s 4 o
e* Y 44T = = ok
AT Ay
(s *ag x4 DY = * a4
g{"i—

1 b

—_— e —

Cer)* (s

Tewerg T"Wﬂsg'umaasn c\a\-pl;uan S—H‘ IT] =Y = |

MO (™ S
_C$ +ut (s+v™~

t 1.9 _aft kt
& -L_7'l (9447“' )

& e —ak . 3
Y = 23 ¢ Tt 4t ¢
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"2~ 17

UAP«’:[L;M’\ golos i Heir dagt fifhmany: s —
Yu < ax! TGN 20, diviana w2 &k Ao wl= dx
A-Uf\mlmr\ keadaay owal d L™ e

¥ (2] =%, ¥'Ced =0
Tt‘ams;?ormﬁ ! Q@.F1g'2. -

- ’ XleD =12 }2&')20
C‘ 1= *4:‘.( ﬁ‘}a':-.j =o

&3 & 5
a :}Cf;) ~inced) ~Rdly +4t§">L(:: —x(:rij-r

40, st'} =g,

¢* Xfcj — 37 t 4s ?C(SD ~ 4., 3 a4y Wed =4

(s 44s +a)Xsd = 358 + 12 ( sy

=T b+ 30w ” "
i Xy = 5 gy | bF3 e
) T N, £ i
o St gs tqe (107t \(l,é 'k Y,
- = 4 2ty
Cotayt = 6™ '(‘———-gﬂ)h”:l
R N R e i
(s4a3™ 4 6 1._: (sm‘f‘-éé. 5 .
e

EHU&; Tm.ug S"‘“'m“' ?\ﬁ{){n_be

-2k
M - e Sl 4 3¢ 2¢ o

— T TR R

= ef%ﬁf{ {im bt +20am6d '} |
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23,
v Coluel Xk Adan ﬁ\m*lm., & ferets
sw'kay -.—-D ém‘mnnﬂ )c“'.:li{:-__: dm?(l:‘_d-)f
dt
»  esdoan omal  w(s) =6 _ ¥'Cod a4
0 dan b vk <t
: Ak
lac & Lavten j
S ?(,Esj
L1z - )Lm e
C1xemT - s“)ﬁa:s) ~SxC) ~R(9) -

£ (% + 35 42x] =0

sy =5 ?CE:) ~¥ro3 v 1 [;Xcs) - pgzo)__\'.iuz X[n e
a -
%]

ik

‘*‘59'?7—3)((3) — Costh +igT) = g
?[F_s) = as *br3a g4l
) shh 35 ""- CseCst)

.%‘—‘- “+ s — thepraaa Qeﬁdu

| 5+ Sy

i
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L

' . 2
{Cstn Htpre K ~ [as 4 434 T
Cs+12Cst2) :g
S

Sen

—0+bt3g

P

1o +h
— % 2
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a -nm 4b t3q
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—2 Xy
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Table of Laplace Transforms

Gambar 7.2: Tabel Transformasi Laplace, sumber referensi no. [3] hal. 249.

Fini = {0} Fit] Sea.
1| ys 1
2| 1t ]
3| " =L " Liim -1t i
4| LT R ’
5| 1A iw
6 | L f@=i *—LTa)
1
i == -
1
B re®
- af
9 2 =12 Lt o
{r — af" T -1
1 L 5 N
1] 1k =0 Loy
r—at E
n ! b e
[P v i a=® £
17 L B R S
i — a(x — &) e P i st
1 L
13 T o ik
L
14 T o0l
15 L 1 i
a—— o
16 = cech cE
o
l!—‘:
1 Lo
17 m ;e-anhmr
&=—a
] st £ cos wi
fr —af + o e
| —— L cman
P ot
62
20 m i(wr—:inwlﬂ
(continued)
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Tabile of Laplace Transforma (contiued)

Fiz = E{fin) finy Sea.
1 Yo
et | ——{&n et — o cos wf)
o + P 2a®
= i 65
n (ri+nﬂ='JE hm“
'S 1.
23 &2+”=J= Etﬂnw+mrmm
71 [ aam—— s [ S S
Erdgise ¢ 10 | ot i
5 :‘+1-w‘ ﬁﬁnhmh—mhﬁﬂlm
L e
2% L — sin Kt sinh k¢
At %t
n A L s bt — sin
i 2%°
x 1
e ot — con b9
— 1
2| Vi—a-vE-b -
F—ua = 2\_‘;’(: e
o (o p-losbndy [:" A ":] 155
Wr+avr+b 2
31 u?lﬁ Joflaty J54
& 1
n — ™1 + Zaf}
= vt
3 lﬂ.’lﬂ Vel YR
33 T k=0 ﬁ(ﬁ) Ty alat) 155
M| =y wif — a} 63
35| = &t - a) 64
% | Lew T2 554
] i,“f" JL_mz\.-E
o v
38 ';azi“" ——cinh 2+
ko] T k=0 L3 o=
2t

{continued)

Gambar 7.3: Tabel Transformasi Laplace, sumber referensi no. [3] hal. 250.

Tabls of Laplace Trangforme (continued)

Fis) = 2yfin) i Sec.
w0 | Ly _mt—y (y =057 ¥ 55
£—a 1.
4| mizg T -
a2 1:"1:1"‘” 200 - ot 66
2 =d 2
43 h? Tfl—nﬂhll‘]
arctan 2 L
r P
1 . App.
45 ot 1 Silf) ARl

Gambar 7.4: Tabel Transformasi Laplace, sumber referensi no. [3] hal. 251.
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RANGKUMAN :

Beberapa theorema Transformasi Laplace :

1. Theorema Diferensiasi

2. Theorema Residu

3. Theorema Pergeseran s

4. sifat kelinearan

106

Aplikasi Tabel Transformasi Laplace untuk penyelesaiaan sitem Rangkaian Listrik R,L, dan

C

UJI CAPATAN PEMBELAJARAN :

Kerjakan soal dibawah dengan menggunakan tabel Transformasi Laplace

1. Dapatkan Transformasi Laplace dari fungsi berikut

o f(t)=3t+12

o f(t) = cos (rt)

o f(t) =sin (wt + 0)

o f(t) =t%e 3¢

o f(t) = 0.5e~*5 sin (27¢)

2. Dapatkan Invers Transformasi Laplace

. Fls)=

o F(s)= =

. Fs) =
e F(s) =

o F(s) =

0.2541.8
s243.24

s+10
s2—5—2

2s—1

s2—6s+18

ko (s+a)+k1

(s+2)?

BAHAN DISKUSI :

Kerjakan soal sistem massa, pegas teredam yang sudah dikerjakan secara analitis sebelum-

nya dengan cara Transformasi Laplace. Apakah hasilnya sama ?
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Analisa Testing Sumur (Well
Testing Analisis)

Capaian Pembelajaran :

1. Mahasiswa mengetahui bermacam-macam fluida reservoir

2. Mahasiswa mengetahui bermacam-macam aliran fluida reservoir

3. Mahasiswa mengetahui bermacam-macam geometri reservoir

4. Mahasiswa mengetahui jumlah fluida yang mengalir dalam reservoir
5. Mahasiswa memahami tentang satuan

Deskripsi :
Pada bab ini dimulai pembelajaran ke arah aplikasi Teknik Perminyakan, dengan mem-
pelajari tentang fluida, aliran, geometri dan jumlah aliran dalam reservoir. Dan mempela-

jari satuan yang berhubungan dengan bab ini.

8.1 Sifat Reservoir Primer
(Primary Reservoir Characteristic)

o Macam fluida reservoir
e Macam aliran fluida reservoir
e Geometri reservoir

e Jumlah fluida yang mengalir dalam reservoir

8.1.1 Macam Fluida Reservoir

1. Fluida Incompressible : adalah fluida dimana volume dan density tidak berubah

karena perubahan tekanan (contoh : tidak ada).

2. Fluida Slightly Compressible : adalah fluida dimana volume dan densitas berubah

sedikit karena perubahan tekanan (contoh : minyak mentah (crude oil), air (water)).
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3. Fluida Compressible: adalah fluida yang volume dan density banyak berubah karena

tekanan (contoh : gas)

Fluida Incompressible

ov.

oV 9 _
oP

0 dan 2P =

0
V adalah volume, P adalah tekanan, dan p adalah densitas.

Fluida Slightly Compressible

didefinisikan
_ o
~ VOP
dV
—cdP = =
¢ %
diintegrasikan
P v
dv
Prey Uref
P v
d
e / P — / av
Pref Vraf V
—¢(P=Prey) = WV|y_,
c(Pref —P)=InV —InV,cy =In
ref
diekponensialkan
ec(P,.ef—P) _ eln V::f — 14
Vref
Jadi
V =Viesexpe(Prey — P)
Ekspansi deret
v _q x?  xd "
e = +$+§+§+....+H
jadi
2 P _pP 2
eC(Pref_P) =14+ C(P’I'ef — P) + C(Nﬁ%
kecil, jadi diabaikan
Sehingga

eFrer=P) =1 — ¢(P,o; — P)
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atau

V. = Viesexpc(Prep — P)

= Vies(L+c(Prey = P))

Dengan cara yang sama untuk densitas

_ r
- pOP
p = pref[l - C(Pref - P)}
P : Tekanan (psia)
V  : Volume pada tekanan P(ft?)
P,y : Tekanan awal(psia)
Vief @ Volume fluida pada tekanan awal (ft%)
d : Koefisien kompresibility isothermal
p : Densiti pada tekanan P (Ib/ft)
pref : Densiti pada tekanan awal (Ib/ft?)
Fluida Compressible
1 1
g adalah gas

8.1.2 Macam Aliran Fluida Reservoir

1. Aliran steady state : tekanan konstan pada setiap lokasi reservoir.

oP . .
(E» =0, 1iadalah lokasi

2. Aliran unsteady state : transient flow : kondisi fluida yang mengalir dimana gradien
tekanan pada setiap posisi pada reservoir konstan (tidak nol).

<3P

—) = (C, Cadalah konstanta
ot /i

3. Aliran semi steady state / pseudo steady state : tekanan pada lokasi yang berbeda dari
reservoir merupakan fungsi linier dari waktu.
(aa—];) = f(i,t), tadalah waktu

8.1.3 Geometri Reservoir

Bentuk reservoir mempengaruhi sifat aliran.

Sifat aliran
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Pian Viaw

Side View P Fiow Lines

Gambar 8.2: Aliran Linier, sumber referensi no. [2] hal. 5

1. Aliran radial
2. Aliran linier

3. Aliran bola (spherical) atau setengan bola (hemospherical)

Side View / '\’\ Flow Lines

Wellbore

Gambar 8.3: Aliran setengan bola (hemispherical flow), sumber referensi no. [2] hal. 6

8.1.4 Jumlah Fluida yang Mengalir dalam Reservoir
1. Aliran single fase (minyak, air atau gas)
2. Aliran 2 fase (minyak-air, minyak-gas, atau gas-air)
3. Aliran 3 fase (minyak, air dan gas)

Satuan

® massa :

1 kilogram = 1000 gram

e panjang :

1 meter = 3,28 ft
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Wallbore

> :
Sida View — ipy — Flow Lines

Gambar 8.4: Aliran bola (spherical flow), sumber referensi no. [2] hal. 5

e waktu:

1jam = 60 menit = 3600 detik

e volume:
1 barrel = 1 bbl = 158.987 liter = 9702 in3 = 5.615 ft3 = 0.159 m?® = 42 US gallon = 34.972

Imperial gallon.

e permeabilitas (satuan luas) :

1darcy =1d =10""?m?

e tekanan:

1 psi = 6.894x10° Pa = 6.894x10° N /m?

e viscositas :

1poise=1p=10"' =10"" Ns/m?

e densitas :

1 gram/cm? = 1000 kg/m?

e temperatur :
Tr=Tpr +460, T =Tc +273
R (Rankine), F (Fahrenheit), K (Kelvin), dan C (Celcius).

e DIL
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RANGKUMAN : Sifat Reservoir Primer (Primary Reservoir Characteristic)
e Macam fluida reservoir : incompressible, slightly compressible, dan compressible
e Macam aliran fluida reservoir : keadaan steady, unsteady, dan semi steady
o Geometri reservoir : aliran linier, radial, bola dan setengah bola

e Jumlah fluida yang mengalir dalam reservoir : satu, dua dan tiga fase

UJI CAPATAN PEMBELAJARAN :

1. Apakah arti fluida incompressible, slightly compressible dan compressible serta berikan
contoh-contohnya ?

2. Apakah arti keadaan aliran steady, unsteady dan semi steady ?

3. Apakah arti aliran linier, radial, bola, dan setengah bola ?

4. Apakah arti fluida satu, dua dan tiga fase, berikan contoh-contohnya ?

BAHAN DISKUSI :

1. Mengapa tidak ada fluida incompressible ? 2. Termasuk fluida apakah crude oil ? 3.

Termasuk fluida apakah gas alam ?
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