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Bab 1

Pemodelan (Modelling)

Capaian Pembelajaran :

1. Mahasiswa mengerti tentang sistem terutama sistem fisika
2. Mahasiswa dapat mengerti tentang membuat model dari suatu sistem
3. Mahasiswa mengerti cara-cara membuat model suatu sistem
4. Mahasiswa mengerti kegunaan dari pemodelan sistem

Deskripsi :

Pemodelan (modelling) dari suatu sistem meliputi pemilihan variabel yang mempengaruhi

sistem, penggunaan kaidah-kaidah ilmu fisika, penyusunan model matematika dari sis-

tem, solusi persamaan matematika dengan syarat batas tertentu yang merupakan intepre-

tasi dari sistem tersebut.

1.1 Konsep dasar pemodelan

Di dalam persoalan teknik seringkali dihadapkan pada masalah sistem yang rumit. Sistem

itu bisa berupa suatu peralatan dengan beberapa input variabel yang mempengaruhinya,

untuk mengintepretasikan output sebagai akibat dari beberapa input tersebut salah satu

cara adalah dengan memodelkan sistem tersebut. Tujuannya adalah untuk mengatasi

apabila ada kendala yang merugikan atau menurunkan performa dari peralatan terse-

but ataupun untuk meningkatkan kemampuan dari alat dengan cara menganalisa model

matematika dari sistem tersebut.

Jadi jika kita ingin menyelesaikan suatu problem-problem teknik / engineering problems

(bisanya dalam bentuk problem fisika), pertama kita harus memformulasikan problem

tersebut sebagai suatu ekspresi matematis dalam bentuk variabel-variabel, fungsi-fungsi,

dan persamaan-persamaan. Ekspresi yang demikian dikenal sebagai suatu model matem-

atis dari sistem yang diberikan.

7



BAB 1. PEMODELAN (MODELLING) 8

Biasanya model matematis yang diturunkan dari suatu sistem atau suatu problem teknik

adalah merupakan suatu persamaan yang berisi penurunan-penurunan (derivatives) dari

suatu fungsi-fungsi yang tidak diketahui atau biasanya disebut Persamaan Diferensial

(PD). Kemudian kita harus mendapatkan suatu solusi (yaitu suatu fungsi yang memenuhi

persamaan itu), dari solusi tersebut bisa digunakan menyelidiki sifat-sifatnya, membu-

at grafik, mendapatkan nilai-nilainya dan mengintrepretasikan dalam bentuk sedemikian

hingga kita bisa mengerti sistem fisika (physical system) tersebut secara keseluruhan. Secara

singkat dapat dituliskan Modeling - solving - interpreting.

Physical Systems

↓

Mathematical Models

↓

Mathematical Solutions

↓

Intrepretation

Gambar 1.1: Contoh pemodelan : 1. Benda jatuh, 2. Parasit, 3. Aliran fluida, 4. Pegas, 5.
Beat pada vibrasi benda, 6. Rangkaian listrik, 7. Deformasi sinar, 8. Pendulum, 9. Model
Lotka-Volterra predator-prey; sumber : referensi no. [3] hal. 3

Gambar 1.1 menunjukkan contoh dari beberapa sistem fisika.
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RANGKUMAN :

Pembuatan model matematika yang merepresentasikan suatu sistem merupakan cara un-

tuk menganalisa suatu sistem dengan membuat model yang mewakili sistem. Model ini

bisa digunakan untuk meningkatkan performa dari sistem tersebut.

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN :

Mahasiswa ditugaskan untuk mencari contoh dari beberapa sistem Teknik Perminyakan,

misalkan aliran fluida di tangki penyimpanan dan di pipa saluran fluida.

BAHAN DISKUSI :

Dari sistem Teknik Perminyakan dicoba untuk mencari kaidah-kaidah ilmu fisika yang

sesuai dengan sistem yang didiskusikan, kemudian di cari model matematika yang mencer-

minkan keadaan sistem.



Bab 2

Deret (Series)

Capaian Pembelajaran :

1. Mahasiswa mengerti arti dan macam-macam deret
2. Mahasiswa mengerti cara penurunan rumus-rumus deret
3. Mahasiswa mengerti penggunaan rumus-rumus deret
4. Mahasiswa mengerti tentang penjabaran / ekspansi deret dan kegunaannya

Deskripsi :

Pembelajaran mengenai deret ini adalah merupakan pengulangan pembelajaran tentang

deret. Akan tetapi lebih diperdalam dengan cara menurunkan rumus-rumus yang diper-

gunakan. Juga selanjutnya akan dipergunakan penjabaran deret untuk memecahkan per-

soalan model matematika yang akan didapat dari pemodelan sistem.

2.1 Deret Geometris (Geometric Series)

• Jumlah populasi bakteri yang berkembang setiap jam :

2, 4, 8, 16, 32, ..., ... → semakin besar (divergen)

• Pantulan bola setiap waktu 2/3 dari tinggi semula :

1,
2

3
,

4

9
,

8

27
,

16

81
, ..., ... → semakin kecil (konvergen)

Total lintasan bola

= 1 + 2.
2

3
+ 2.

4

9
+ 2.

8

27
+ 2.

16

81
+ ...

= 1 + 2.

(
2

3
+

4

9
+

8

27
+

16

81
+ ...︸ ︷︷ ︸

deret geometris

)

Deret geometris diatas dapat ditulis

a+ ar + ar2 + ar3 + ...+ arn−1 + ...

10
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Misalkan untuk n = 5, maka jumlah deret :

Sn = S5 = a+ ar + ar2 + ar3 + ar4 + ...

r S5 = ar + ar2 + ar3 + ar4 + ar5 + ...

dikurangkan

S5 − r S5 = a− ar5

S5 =
a− ar5

1− r
=
a(1− r5)

1− r

Maka untuk r 6= 1 secara umum dapat ditulis Sn = a(1−rn)
1−r

Untuk deret 2
3 ,

4
9 ,

8
27 ,

16
81 , ..., ... diatas, maka jumlah nya adalah :

Sn =
2

3
,

4

9
,

8

27
,

16

81
, ...+

(2

3

)n dan a =
2

3
, r =

2

3
, n adalah jumlah suku

=
2
3

[
1−

(
2
3

)n]
1− 2

3

=
2
3

[
1−

(
2
3

)n]
1
3

= 2

[
1−

(
2

3

)n]
Untuk harga n mendekati∞, maka harga

(
2
3

)n mendekati nol.

Maka jumlah deret geometris menjadi : Sn = a
1−r

Soal :

Gunakan persamaan diatas untuk menghitung bilangan desimal yang berulang

1. 0.583333....=

2. 0.185185....=

3. 0.5555.....=

4. 0.818181....=

5. 0.243243....=

2.2 Definisi dan Notasi

Bentuk deret dan sumasi :

1.

12 + 22 + 32 + 42 + ...+ n2 + ... =

∞∑
n=1

n2
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2.

1

2
+

1

22
+

1

23
+

1

24
+ ...+

1

2n
+ ... =

∞∑
n=1

1

2n

3.

x− x2 +
x3

2
− x4

6
+ ...+

(−1)n−1xn

(n− 1)!
+ ... =

∞∑
n=1

(−1)n−1xn

(n− 1)!

4.

1− x

2
+
x2

4
− x3

8
+ ...+

(−x)n

2n
+ ... =

∞∑
n=0

(−x)n

2n

5.

x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ ...+

(−1)n+1xn

n
+ ... =

∞∑
n=1

(−1)n+1xn

n

6.

x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ ...+

(−1)n+1x2n−1

(2n− 1)!
+ ... =

∞∑
n=1

(−1)n+1x2n−1

(2n− 1)!

7.

1 +
(x+ 2)√

2
+

(x+ 2)2

√
3

+ ...+
(x+ 2)n√
n+ 1

+ ... =

∞∑
n=0

(x+ 2)n√
n+ 1

Soal :

Tulislah bentuk deret

(1).

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
= ...

(2).

∞∑
n=1

2n−1

2n+ 1
= ...

(3).

∞∑
n=1

n

2n
= ...

(4).

∞∑
n=1

(−1)n

n
= ...

(5).

∞∑
n=1

n

n+ 5
= ...

2.3 Deret Power

Deret yang bentuk suku-sukunya merupakan perkalian dari fungsi x atau dari fungsi (x-a).

Bentuk umum deret power
∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + ...

∞∑
n=0

an(x− a) = a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + a3(x− a)3 + ...



BAB 2. DERET (SERIES) 13



BAB 2. DERET (SERIES) 14



BAB 2. DERET (SERIES) 15



BAB 2. DERET (SERIES) 16



BAB 2. DERET (SERIES) 17



BAB 2. DERET (SERIES) 18

an dengan n = 0, 1, 2, 3, ... adalah konstanta.

2.4 Mengembangkan fungsi dengan deret

sinx = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + ...+ anx
n + ... (0)

untuk x = 0, sin 0 = 0,→ a0 = 0 (1)

diturunkan terhadap x

d

dx
(sinx) = cosx = a1 + 2 a2 x+ 3 a3 x

2 + 4 a4 x
3 + ...+ n an x

n−1 + ...

untuk x = 0, cos 0 = 1,→ a1 = 1 (2)

diturunkan terhadap x

d

dx
(cosx) = − sinx = 2 a2 + 3.2 a3 x+ 4.3 a4 x

2 + ...+ n(n− 1) an x
n−2 + ...

untuk x = 0,− sin 0 = 0,→ a2 = 0 (3)

diturunkan terhadap x

d

dx
(− sinx) = − cosx = 3.2 a3 + 4.3.2 a4 x+ ...+ n(n− 1)(n− 2) an x

n−3 + ...

untuk x = 0,− cos 0 = −1,→ a3 =
−1

3.2
=
−1

3!
(4)

diturunkan terhadap x

d

dx
(− cosx) = sinx = 4.3.2 a4 + 5.4.3.2 a5 x+ ...+ n(n− 1)(n− 2)(n− 3) an x

n−4 + ...

untuk x = 0, sin 0 = 0,→ a4 = 0 (5)

diturunkan terhadap x

d

dx
(sinx) = cosx = 5.4.3.2 a3 + 4.3.2 a5 + 6.5.4.3.2 a6 x+ ...

+n(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4) an x
n−5 + ...

untuk x = 0, cos 0 = 1,→ a5 =
−1

5.4.3.2
=
−1

5!
(6)

dst.

Kemudian konstanta pada persamaan (1), (2), (3), (4), (5), dan (6) disubstitusi ke persamaan

(0). Maka dihasilkan :

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− ...

Cara ini disebut deret Mc Laurin atau deret Taylor pada (0,0) atau a = 0.
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2.5 Deret Taylor

f(x) = a+ 0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + a3(x− a)3 + a4(x− a)4 + ...+ an(x− a)n + ...

f ′(x) = a1 + 2 a2 (x− a) + 3 a3 (x− a)2 + 4 a4 (x− a)3 + ...+ n an (x− a)n−1 + ...

f ′′(x) = 2 a2 + 3.2 a3 (x− a) + 4.3 a4 (x− a)2 + 5.4. a5 (x− a)3 + ...+ n(n− 1) an (x− a)n−2 + ...

f ′′′(x) = 3.2 a3 + 4.3.2 a4 (x− a) + 5.4.3 a5 (x− a)2 + ...+ n(n− 1)(n− 2) an (x− a)n−3 + ...

= 3! a3 + 4! a4 (x− a) + 5.4.3 a5 (x− a)2 + ...+ n(n− 1)(n− 2) an (x− a)n−3 + ...

.

.

.

fn(x) = n(n− 1)(n− 2)(n− 3) ..... 1 an + ... bentuk yang berisi (x− a)

fn(x) = n! an + ... bentuk yang berisi (x− a)

Untuk x = a

f(a) = a0

f ′(a) = a1

f ′′(a) = 2 a2

f ′′′(a) = 3! a3

.

.

fn(a) = n! an

Maka deret Taylor untuk f(x) disekitar (x-a) adalah

f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) +
1

2!
(x− a)2 f ′′(a) + ...+

1

n!
(x− a)n fn(a) + ...

Dengan menggunakan penurunan seperti diatas akan didapatkan penjabaran deret yang

disebut :

Ekspansi deret dasar :

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ ...+ −→ konvergen untuk semua x

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ ...+ −→ konvergen untuk semua x

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
− x4

4!
+ ...+ −→ konvergen untuk semua x

ln (1− x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ ...+ −→ konvergen untuk 1 < x ≤ 1
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Contoh penggunaan ekspansi deret

• Hitunglah

d4

dx4

(
1

x
sinx

)
|x=0.1 = ...

Bisa dihitung dengan 4 kali penurunan kemudian dihitung hasilnya, tetapi bisa juga

dengan ekspansi deret sinx, dibagi x , kemudian diturunkan 4 kali, dan dimasukkan

harga x = 0.1.

1

x
sinx =

1

x

(
x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ ..

)
= 1− x2

3!
+
x4

5!
− x6

7!
+ ..

dideferensialkan 4 kali

d4

dx4

(
1

x
sinx

)
=

4.3

5!
− 6.5.4.3 x2

7!
+

8.7.6.5 x4

9!
+ ...

dimasukkan harga x = 0.1

d4

dx4

(
1

x
sinx

)
= 0.1− 7.14286 + 0.0000463− ... = −7.0428137.
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RANGKUMAN :

Sudah dipelajari tentang :

Deret Geometris, deret Power, deret Taylor, deret Mc Laurin dan penggunaan ekspansi

deret pada soal.

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN :

Hitung bilangan desimal yang berulang berikut ini :

1. 0.61111.... =

2. 0.7777..... =

3. 0.26666.... =

4. 0.3333..... =

Tulislah bentuk deret :

1.

∞∑
n=1

√
n

n+ 1
= ...

2.

∞∑
n=1

2n(2n+ 1)

3n+ 5
= ...

3.

∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 2)
= ...

4.

∞∑
n=1

(−1)n−1

(n+ 1)2
= ...

BAHAN DISKUSI :

Pada pembelajaran tentang deret ditingkatkan pembelajarannya dengan mempelajari ten-

tang Deret Fourier yang akan dipergunkan untuk penyelesaian persamaan diferensial (PD)

hasil pemodelan sistem.



Bab 3

Persamaan Diferensial (PD)

Capaian Pembelajaran :

1. Mahasiswa memahami bentuk Persamaan Diferensial (PD) orde 1, 2 ,dst.
2. Mahasiswa memahami bentuk Persamaan Diferensial (PD) homogen dan non homogen
3. Mahasiswa memahami dan mencari solusi PD Biasa
4. Mahasiswa memahami dan mencari solusi PD Parsial
5. Mahasiswa memahami dan mencari solusi PD Total
6. Aplikasi PD pada penyelesaian persoalan sistem fisika

Deskripsi :

Pada pemodelan suatu sistem, model matematika yang didapatkan biasanya berupa Per-

samaan Diferensial. Maka pada bab ini mahasiswa diharapkan memahami tentang bermacam-

macam PD, dan cara penyelesaiannya secara analitis untuk menganalisa sistem yang sedang

dipelajari.

3.1 Persamaan Diferensial Biasa / Sederhana
(Ordinary Differential Equation / ODE)

Adalah suatu persamaan yang berisi satu atau beberapa penurunan dari suatu fungsi yang

tidak diketahui. Biasanya disebut y(x) atau y(t). Misal y=y(x) atau y=y(t).

1. y′ = cosx

2. y′′ + 9y = e−2x

3. y′′′ − 3/2(y′)2 = 0

cosx, e−2x adalah fungsi

y’, y”, dan y”’ adalah turunan (derivatives)

9, 2 dan 3/2 adalah konstanta.

22
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Beberapa bentuk persamaan diferensial biasa (ODE) adalah :

F (x, y, y′) = 0 bentuk implicit

y′ = f(x, y) bentuk explicit

Solusi (penyelesaian) adalah fungsi y=h(x) yang bisa digambarkan dengan grafik (kurva

solusi).

1. Verifikasi solusi

Persamaan xy′ = −y untuk semua x 6= 0, penyelesaiannya adalah y = c
x , c adalah

konstanta. Buktikan.

2. Solusi dengan kalkulus. Kurva solusi

dapatkan solusi dari persamaan diferensial y′ = dy
dx = cosx.

Gambar 3.1: Family of solution, sumber referensi no. [3] hal. 5.

3. Pertumbuhan eksponensial (exponential growth) dan peluruhan/pengurangan ekspo-

nensial (exponential decay)

Persamaan y = c e0,2t mempunyai turunan y′ = dy
dx = 0, 2 e0,2t = 0, 2 y, persamaan

diferensial umum adalah y′ = ky. Konstanta k positip adalah pertumbuhan ekspo-

nensial. Konstanta k negatip adalah peluruhan eksponensial lihat gambar 3.2

Gambar 3.2: Pertumbuhan dan peluruhan eksponensial, sumber referensi no. [3] hal. 5.

4. Syarat batas (initial condition)

Hitunglah keadaan awal dari y′ = 3y. y(0) = 5, 7
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Aplikasi permodelan

Mendesign model yang bagus tidak bisa dilakukan oleh komputer. Oleh karena itu menyi-

apkan model menjadi hal yang penting dalam matematika terapan modern. Untuk men-

dapatkan pemodelan yang bagus adalah memeriksa dengan hati-hati proses pemodelan

diberbagai bidang dan aplikasi. Dengan demikian permodelan akan berguna bagi semua

mahasiswa, sarjana teknik dan sains.

1. Tangki berisi 1000 galon air yang awalnya 100 lb garam dilarutkan.

Air garam dimasukkan (i adalah input) dengan laju 10 galon/menit, masing-masing

galon berisi 5 lb garam yang dilarutkan. Campuran dianggap konstan dengan cara

pengadukan. Air garam yang keluar (o adalah output) dengan laju 10 galon/menit.

Dapatkan jumlah garam pada tangki setiap saat t. lihat gambar 3.3.

Gambar 3.3: Tangki air garam, sumber referensi no. [3] hal. 14.

Theorema Torricelli

(Referensi [4])

Gambar 3.5 memperlihatkan tangki penyimpanan bensin dengan luas penampang

atas A1, diisi setinggi h. Ruang diatas bensin adalah udara dengan tekanan p0, dan

bensin mengalir keluar melalui lubang kecil dengan luas penampang A2. Tekanan

dititik 2 adalah tekanan atmosfir.

Persamaan Bernoulli untuk titik 1 dan 2, dan y = 0 pada titik 2 ( dasar tangki ) adalah:

P0 + ρgh+
1

2
ρv2

1 = Pa +
1

2
ρv2

2

v2
2 = v2

1 + 2

(
P0 − Pa

ρ

)
+ 2gh

v adalah kecepatan.

Karena A2 jauh lebih kecil daripada A1, maka v2
1 jauh lebih kecil daripada v2

2 sehing-

ga diabaikan.

v2
2 = 2

(
P0 − Pa

ρ

)
+ 2gh
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Jika bagian atas tangki dibiarkan terbuka maka tekanannya adalah sama dengan

tekanan atmosfir, sehingga P0 − Pa = 0,

v2 =
√

2gh

h = h(t), v2 disebut laju eflux.

Laju eflux dari lubang berjarak h dibawah permukaan cairan adalah sama dengan

laju benda yang jatuh bebas dari ketinggian h, ini disebut Theorema Torricelli. Hal

ini juga berlaku untuk lubang di dinding pada kedalaman h dibawah permukaan

cairan.

J.C. Borda memperkenalkan faktor kontraksi (contraction factor) = 0.6. Sehingga per-

samaan menjadi:

v2 = 0, 6
√

2gh
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2. Leaking tank

Cairan yang mengalir melalui suatu lubang (Torricelli’s law)

Aliran keluar air dari suatu tangki silinder dengan suatu lubang pada dasarnya. Dia-

meter tangki 2 meter, diameter lubang 1 centimeter, tinggi awal 2,25 meter. Kapan

tangki menjadi kosong ? Lihat gambar 3.5.

Gambar 3.4: Leaking tank, sumber referensi no. [3] hal. 17.

Gambar 3.5: Percobaan Torricelli, sumber referensi no. [4] hal. 471.

3.2 Persamaan diferensial (ODE) homogen dan non homogen
orde I

3.2.1 Persamaan diferensial homogen

y′ + p(x)y = 0

y = f(x) y′ =
dy

dx

Solusinya

y′ + p(x)y = 0

dy

dx
= −p(x)y → dy

y
= −p(x)dx

diintegralkan ∫
dy

y
= −

∫
p(x)dx → ln y = −

∫
p(x)dx+ c∗

eln y = e−
∫
p(x)d(x)+c∗ = e−

∫
p(x)dx.ec

∗
ec

∗
= c

y(x) = c e−
∫
p(x)dx
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3.2.2 Persamaan diferensial non homogen

y′ + p(x)y = r(x)

y = f(x)

y′ =
dy

dx

dikali dengan F

Fy′ + FPy = Fr untuk FPy = F ′y

ruas sebelah kiri = (Fy)′

(Fy)′ = F ′y + y′F

Fpy = F ′y → Fp = F ′ → FP =
dF

dx
dF

F
= pdx diintegralkan∫
dF

F
=

∫
pdx

lnF =

∫
pdx = h → lnF = h → elnF = eh → F = eh

h =

∫
pdx → dh

dx
=

d

dx

∫
pdx = p → h′ = p

Dimasukkan ke persamaan

Fy′ + FPy = Fr

ehy′ + ehh′y = ehy′ + (eh)′y

= (ehy)′

= ehr = reh

(ehy)′ =
d

dx
(ehy) = r eh

d(ehy) = r ehdx∫
d(ehy) =

∫
r ehdx → ehy +

∫
r ehdx+ c

y = e−h
(∫

ehr dx+ c

)

y(x) = e−h
(∫

ehrdx+ c

)
dengan h =

∫
p(x)dx
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adalah penyelesaian ODE non homogen orde I

y(x) = e−h
(∫

ehrdx+ c

)
= e−h

∫
ehrdx+ ce−h

Keterangan : y(x) output total

e−h
∫
ehrdx respon terhadap input r

ce−h respon terhadap data awal

Rangkaian listrik

Model rangkaian listrik RL. Lihat gambar 3.6

Gambar 3.6: Rangkaian listrik, sumber referensi no. [3] hal. 30.

Selesaikan persamaan diferensial biasa (ODE) untuk arus I(t) dengan satuan A (Ampere),

dimana t adalah waktu. Dan gambarkan grafik fungsi I(t).

Dimisalkan rangkaian berisi EMF (electromotive force) E(t) sebuah baterai E = 48 V (Volt),

besarnya konstan, sebuah resistor R = 11 Ω (Ohm) dan induktor L = 0,1 H (Henry), dan

arus pada awalnya nol.

Hukum fisika yang digunakan

Arus I pada rangkaian menyebabkan suatu voltage drop RI melewati resistor (Hukum

Ohm) dan LI ′ = LdIdt melewati induktor. Jumlah kedua voltage drop sama dengan EMF

(Kirchoff Voltage Law, KVL).

Menurut hukum-hukum diatas model dari rangkaian RL adalah

LI ′ +RI = E(t) atau I ′ +
R

L
I =

E(t)

L

y′ + p(x)y = r(x)

Persamaan diferensial biasa non homogen solusinya adalah

y(x) = e−h
(∫

ehrdx+ c

)
dengan h =

∫ t

0

p(t)dt

x = t y = I
R

L
= p r =

E(t)

L

h =
(R
L

)
t =

∫
R

L
dt =

R

L
t
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Solusi umumnya adalah

I(t) = e−
R
L t

(∫
e
R
L t
E(t)

L
dt+ c

)
E(t) = E = konstan

I(t) = e−
R
L t

(
E

L

∫
e
R
L tdt+ c

)
= e−

R
L t

(
E

L
.
L

R
e
R
L t + c

)
=

E

R
e−

R
L te

R
L t + ce−

R
L t

=
E

R
+ ce−

R
L t

Hitung persamaan diferensial I(t) dan gambarkan grafiknya

3.3 Persamaan diferensial homogen orde 2

(Second order homogenous ODE)

Model dari sistem massa - pegas :

Hukum Hooke F1 = −ky gaya pemulihan (restoring force), arah negatif adalah keatas.

Gerakan dari sistem dinyatakan dengan Hukum Newton II

∑
gaya = massa x percepatan∑

F = m.a = my′′

−ky = my′′

my′′ + ky = 0 ...Persamaan diferensial homogen
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Gambar 3.7: Sistem massa pegas, sumber refrensi no. [3] hal. 62.

Solusi umum (misal untuk kasus under damping)

y(t) = A cosω0t+B sinω0t

ω0 =

√
k

m

k = konstanta pegas

m = massa benda

→ disebut osilator harmonik

ω0 =

√
k

m
= 2πf → f =

1

2π

√
k

m
....frekuensi harmonik

periode T =
1

f
= 2π

√
mk

y(t) = A cosω0t+B sinω0t

atau

y(t) = C cos (ω0t− δ)

δ = tan−1 B
A

C =
√
A2 +B2

Soal :

Jika suatu sistem massa - pegas dari bola besi berat W = 98 N. Bola menarik pegas ini

sepanjang 1,09 meter. Berapa frekuensi sistem ?. Bagaimana geraknya bila bola ditarik

sepanjang 16 cm dengan kecepatan awal nol ?.
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Gambar 3.8: Sistem massa pegas teredam, sumber referensi no. [3] hal. 64.

Sistem teredam (damped sistem)

Hukum Newton II

∑
F = ma

F1 + F2 = ma

−ky − cy′ = my′′

my′′ + cy′ + ky = 0

y′ =
dy

dt
= v

c = konstanta peredaman/damping constant

Penyelesaiannya dengan persamaan karakteristik

mλ2 + cλ+ k = 0

λ2 +
c

m
λ+

k

m
= 0

dengan rumus abc didapat

λ1 = −α+ β, λ2 = −α− β

dimana α =
c

2m
β =

1

2m

√
c2 − 4mk

c2 − 4mk disebut determinan

Ada 3 kemungkinan yang muncul

1. determinan positip : c2 > 4mk → akar-akar real λ1 dan λ2 (overdamping)

solusi y(t) = c1e
−(α−β)t + c2e

−(α+β)t = c1e
λ1 + c2e

λ2

2. determinan nol : c2 = 4mk → 2 akar real yang sama λ (critically damping)

solusi y(t) = (c1 + c2t)e
−αt
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3. determinan negatip : c2 < 4mk → akar-akar komplek konjugate λ1 dan λ2 (underdamping)

β = iω∗

ω∗ = 1
2m

√
4mk − c2

λ1 = −α+ iω∗ λ2 = −α− iω∗ α = c
2m

Solusi :

y(t) = e−αt(A cosω∗t+B sinω∗t)

atau

y(t) = Ce−αt cos (ω∗t− δ)

δ = tan−1 B
A

C =
√
A2 +B2

3.4 Persamaan diferensial non homogen orde 2

(Second order non homogenous ODE)

Bentuk umum y′′ + p(x)y′ +Q(x)y = r(x)

solusi y = yh + yp

yh adalah solusi umum (general solution)

yp adalah solusi khusus (particular solution)

1. Solusi umum adalah solusi ODE non homogen (r(x) = 0), kemudian dihitung de-

terminannya sehingga diketahui solusinya (overdamping, critically damping atau under

damping)

2. Sedangkan solusi khusus yp dapat dilihat pada gambar 3.9 dibawah

Gambar 3.9: Tabel solusi khusus, sumber referensi no. [3]
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Gambar 3.10: Rangkaian listrik R,L,C; sumber referensi no. [3] hal. 93.
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Rangkaian listrik

Lihat gambar 3.10. Persamaan matematikanya seperti persamaan diferensial yang lalu

(tanpa kapasitor) LI ′ +RI = E(t), ditambah dengan voltage drop Q
C yang melewati kapa-

sitor, C dalam F (Farad) adalah kapasitansi kapasitor, Q dalam C (Coulomb) adalah muatan

kapasitor. I(t) = dQ
dt .

Persamaan matematika rangkaian diatas

LI ′ +RI +
Q

C
= E(t) = E0 sinωt

L
dI

dt
+RI +

Q

C
= E(t) = E0 sinωt

dideferensialkan terhadap t

L
d2I

dt2
+R

dI

dt
+

1

C

dQ

dt
=

dE(t)

dt

L
d2I

dt2
+R

dI

dt
+

1

C
I = E0ω cosωt

LI ′′ +RI ′ +
1

C
I = E0ω cosωt.....ODE non homogen orde 2

Solusi umum

Persamaan homogen LI ′′ +RI ′ + 1
C I = 0

Persamaan karakteristik Lα2 +Rα+ 1
C = 0 atau α2 + R

Lα+ 1
LC = 0

Rumus abc

α1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
=
−RL ±

√
R2

L2 − 4
LC

2

α1 =
1

2L

(
−R+

√
R2 − 4L

C

)
α2 =

1

2L

(
−R−

√
R2 − 4L

C

)
jadi

Ih = c1e
1
RL (−R+

√
R2− 4L

C )t + c2e
1
RL (−R−

√
R2− 4L

C )t

adalah solusi umum. Solusi khusus→ lihat tabel pada gambar 3.9

Persamaan LI ′′ +RI ′ + 1
C I = E0 cosωt

r(x) = k cosωx → yp(x) = K cosωx+M sinωx
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Ip = a cosωt+ b sinωt

I ′p =
dIp
dt

= ω(−a sinωt+ b cosωt)

I ′′p =
d2Ip
dt2

= ω2(−a cosωt− b sinωt)

substitusi ke persamaan

LI ′′ +RI ′ +
1

C
I = E0 cosωt

Lω2(−a cosωt− b sinωt) +Rω(−a sinωt+ b cosωt) +
1

C
(cosωt+ b sinωt) = E0ω cosωt

[Lω2(−a) +Rωb+
a

C
] cosωt+ [Lω2(−b) +Rω(−a) +

b

C
] sinωt = E0ω cosωt

Untuk mencari harga koefisien a dan b

bagian cosinus :

Lω2(−a) +Rωb+
a

C
= E0ω

Lω(−a) +Rb+
a

ωC
= E0

−a(ωL− 1

ωC
) +Rb = E0

−as+Rb = E0......(1)

s = ωL− 1

ωC
Reaktansi

XL = ωL Reaktansi induktif

XC =
1

ωC
Reaktansi kapasitif

R = Resistansi

bagian sinus :

Lω2(−b) + ωR(−a) +
b

C
= 0

Lω(−b) +R(−a) +
b

ωC
= 0

−b
(
ωL− 1

ωC

)
−Ra = 0

−bs−Ra = 0.......(2)

dari

1. −sa+Rb = E0

2. −Ra− sb = 0
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didapat

a = − E0s

R2 + s2
dan b =

E0R

R2 + s2

Z =
√
R2 + s2 disebut impedansi

= tahanan total arus bolak balik

Solusi partikular:

Ip = a cosωt+ b sinωt

= − E0s

R2 + s2
cosωt+

E0R

R2 + s2
sinωt

I = Ih + Ip

= c1e
1
RL (−R+

√
R2− 4L

C )t + c2e
1
RL (−R−

√
R2− 4L

C )t︸ ︷︷ ︸
Ih

+− E0s

R2 + s2
cosωt+

E0R

R2 + s2
sinωt︸ ︷︷ ︸

Ip

Soal :

Dapatkan persamaan arus I(t) pada suatu rangkaian RLC.

gambar 3.10 ; R = 11 Ω, L = 0,1 Henry (H), C = 10−2 Farad (F),

f = 60 Herz (Hz), E(t) = 110 sinωt, ω = 2πf,

Syarat batas ketika t = 0, arus (I) dan muatan (Q) sama dengan nol.

Osilasi paksa (forced osillations)

Lihat gambar 3.11

bentuk persamaan menjadimy′′+cy′+ky = r(t), r(t) adalah driving force = gaya luar yang

mempengaruhi sistem

r(t) = F0 cosωt dan (F0 > 0, ω > 0).

Maka persamaan menjadi PD non homogen:

my′′ + cy′ + ky = F0 cosωt.

Dengan solusi y = yh + yp, yh adalah general solution dan yp adalah particular solution.

yp(t) = a cosωt+ b sinωt

dideferensialkan (chain rule)

y′p = −ωa sinωt+ ωb cosωt

y′′p = −ω2a cosωt− ω2b sinωt

disubstitusi ke persamaan my′′ + cy′ + ky = F0 cosωt

dikumpulkan bentuk sinus dan cosinus didapatkan :

[(k −mω2)a+ ωcb] cosωt+ [−ωca+ (k −mω2)b] sinωt = F0 cosωt
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Gambar 3.11: Osilasi paksa, sumber referensi no. [3] hal. 85.

dari dua persamaan

(k −mω2)a+ ωcb = F0

−ωca+ (k −mω2)b = 0

maka didapatkan harga a dan b adalah

a = F0
k −mω2

(k −mω2)2 + ω2c2

b = F0
ωc

(k −mω2)2 + ω2c2

jika √
k

m
= ω0 k = mω2

0

maka harga a dan b menjadi

a = F0
m(ω2

0 − ω2)

m2(ω2
0 − ω2)2 + ω2c2

b = F0
ωc

m2(ω2
0 − ω2)2 + ω2c2
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Analogi besaran mekanika dan listrik

1. Persamaan diferensial untuk rangkaian RLC

LI ′′ +RI ′ + I
C = E0 cosωt

2. Persamaan diferensial untuk sistem massa pegas

my′′ + cy′ + ky = F0 cosωt

Gambar 3.12: Tabel analogi mekanik listrik, sumber referensi no. [3] hal. 97.
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3.5 Persamaan Diferensial Parsial
(Partial Differential Equation / PDE)

PDE meliputi penurunan sebagian (parsial) dari fungsi dengan variabel-variabel 2 atau

lebih

Jika y adalah fungsi dari x→ y=f(x), maka turunan y terhadap x adalah dy
dx merupakan laju

perubahan y terhadap x.

Jika z adalah fungsi dari x dan y→ z=f(x,y), maka turunannya adalah ∂z
∂x ,

∂z
∂x disebut dife-

rensial parsial.

Jika diturunkan lagi

∂

∂x

∂z

∂x
=
∂2z

∂x2
,

∂

∂x

∂z

∂y
=

∂2z

∂x∂y
,

∂

∂x

∂2z

∂x∂y
=

∂3z

∂x2∂y
, .. dst.

Notasi yang biasa dipakai z = f(x, y)→ ∂f
∂x ≡ zx ≡ fx ≡ f1

Contoh

z = f(x, y) = x3y + exy

∂f

∂x
≡ ∂z

∂x
≡ fx ≡ zx ≡ f1 = 3x2y + yexy

∂f

∂y
≡ ∂z

∂y
≡ fy ≡ zy ≡ f2 = x3 + xexy

∂2f

∂x∂y
≡ ∂z

∂x∂y
≡ fxy ≡ zxy ≡ f12 = 3x2 + exy + xyexy

∂2f

∂x2
≡ ∂2z

∂x2
≡ fxx ≡ zxx ≡ f11 = 6xy + y2exy

∂3f

∂y3
≡ ∂3z

∂y3
≡ fyyy ≡ zyyy ≡ f222 = x3exy

∂3f

∂x2∂y
≡ ∂3z

∂x2∂y
≡ fxxy ≡ zxxy ≡ f112 = 6x+ 2yexy + xy2exy

Contoh pada termodinamika T=T(p,v,s,u) artinya temperatur fungsi tekanan, volume, en-

tropy, dan energi dalam.(
∂T

∂p

)
v

turunan fungsi temperatur terhadap tekanan untuk volume konstan(
∂T

∂v

)
s

turunan fungsi temperatur terhadap volume untuk entropi konstan(
∂T

∂p

)
u

turunan fungsi temperatur terhadap tekanan untuk energi dalam konstan(
∂T

∂s

)
p

turunan fungsi temperatur terhadap entropi untuk tekanan konstan
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3.5.1 Diferensial Total

diferensial total dari

z = f(x, y) adalah

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

secara umum untuk fungsi

u = f(x, y, z, ...) maka diferensial totalnya adalah

du =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz + ...

Contoh soal :

1. Dapatkan dy
dx jika y = ln sin 2x

jawab :

y = ln sin 2x

dy

dx
=

d

dx
(ln sin 2x) =

1

sin 2x

d

dx
sin 2x

=
1

sin 2x
cos 2x

d2x

dx
=

cos 2x

sin 2x
2 = 2

cos 2x

sin 2x
=

2

tan 2x

Bisa diselesaikan dengan chain rule

dy
dx = dy

du
du
dv

dv
dx

y = ln sin 2x

y = lnu

dy

du
=

1

u

u = sin v

du

dv
= cos v

v = 2x

dv

dx
= 2

dy

dx
=

1

u
cos v 2 =

1

sin 2x
cos 2x 2 =

2

tan 2x

2. Dapatkan dz
dt jika z = 2t2 sin t

selesaikan dengan diferensiasi perkalian (uv)′ = u′v + v′u dan dengan diferensial

total.
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3. z = xy x = sin t y = tan−1 t

dapatkan dz
dt .

4. Diberikan x+ ex = t, dapatkan dx
dt dan d2x

dt2 untuk x = 0 dan t = 1.

3.5.2 Persamaan Difusi / Persamaan Aliran Panas

( The Diffusion or Heat Flow Equation)

Referensi 6 halaman 550

Panas mengalir pada papan / lapisan / dinding (heat fow in bar or slab)

Persamaan aliran panas adalah

∇2u =
1

α2

∂u

∂t

u adalah temperatur dan α adalah konstanta sifat material / bahan yang dialiri panas tsb,

dan t adalah waktu.

∇ = î
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z

∇2 = ∇.∇ =
(
î
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z

)
.
(
î
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z

)
=

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

∇2u =
1

α2

∂u

∂t
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
=

1

α2

∂u

∂t

Diasumsikan solusi dari persamaan diatas adalah

u = F (x, y, z)T (t)

u adalah temperatur

F adalah faktor u yang tergantung posisi (x,y,z)

T adalah faktor u yang tergantung waktu (t)

Substitusi persamaan diatas ke persamaan awal, didapatkan

T ∇2F =
1

α2
F
dT

dt

dibagi dengan F T

1

F
∇2F =

1

α2

1

T

dT

dt



BAB 3. PERSAMAAN DIFERENSIAL (PD) 52



BAB 3. PERSAMAAN DIFERENSIAL (PD) 53



BAB 3. PERSAMAAN DIFERENSIAL (PD) 54



BAB 3. PERSAMAAN DIFERENSIAL (PD) 55

Ruas kanan = ruas kiri = −k2

Ruas kiri:
1

F
∇2F = −k2

atau

∇2F + k2 F = 0

disebut persamaan Helmholtz

Ruas kanan:
1

α2

1

T

dT

dt
= −k2

dT

dt
= −k2 α2 T

diintegrasikan

T = e−k
2α2t

contoh :

Aliran panas melalui dinding dengan ketebalan l (misal dinding lemari es). Diasumsikan

permukaan sangat lebar sehingga efek adanya tepi diabaikan dan diasumsikan bahwa

panas mengalir hanya pada arah x saja.

Dimisalkan lapisan dinding mempunyai distribusi temperatur steady state awal dengan x

= 0 adalah 0o dan pada x = l adalah 100o.

Pada t = 0, dinding x = l (sama dengan dinding x = 0) ditetapkan pada 0o. kemudian akan

dicari persamaan temperatur pada setiap x (pada dinding) pada setiap waktu selanjutnya.

Temperatur steady state awal u0 memenuhi persamaan Laplace

∇2u0 = 0

∂2u0

∂x2
+
∂2u0

∂y2
+
∂2u0

∂z2
= 0

untuk satu dimensi

∂2u0

∂x2
= 0

Solusi untuk persamaan ini adalah u0 = ax + b, dimana a dan b adalah konstanta yang

didapatkan dari kondisi awal. Yaitu pada u0 = 0 pada x = 0 dan u0 = 100 pada x = l, maka

didapat:

u0 =
100

l
x

Dari t = 0, memenuhi persamaan Helmholtz satu dimensi

d2F

dx2
+ k2F = 0
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Solusinya adalah F(x)=

{
sin(kx)
cos(kx)

Sedangkan u = F(x) T(t), dan T = e−k
2α2t, maka u =

{
e−k

2α2t sin(kx)
e−k

2α2t cos(kx)
Kita tidak memakai solusi yang cosinus dari permasalahan ini, karena u = 0 pada x = 0. Dan

juga diinginkan u = 0 pada x = l, yang memenuhi adalah jika sin kl = 0, dimana kl = nπ,

atau k=nπ
l (nilai2 eigen/ eigen values). Maka solusi-solusi dasarnya (atau eigenfunction)

adalah

u = e−k
2α2t sin(kx) = e−(nπαl )2t sin

nπx

l

Dan solusinya adalah sebuah deret

u =

∞∑
n=1

bn e
−(nπαl )2t sin

nπx

l

pada t = 0, u = u0, yaitu

u =

∞∑
n=1

bn sin
nπx

l
= u0 =

100

l
x

Artinya mencari deret sinus Fourier untuk (100/l)x, pada (0,l); maka koefisiennya adalah:

bn =
100

l

2l

π

1

n
(−1)n−1 =

200

π

(−1)n−1

n

Dengan mensubstitusi ke persamaan di atas, didapat solusi akhir

u =
200

π

[
e−(παl )2t sin

πx

l
− 1

2
e−( 2πα

l )2t sin
2πx

l
+

1

3
e−( 3πα

l )2t sin
3πx

l
+ ...

]
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RANGKUMAN :

Sudah dipelajari tentang :

Persamaan Diferensial homogen dan non homogen orde 1 dan 2 dan cara penyelesaian

secara pemisahan variabel maupun secara analitis, untuk sistem teredam dengan menge-

tahui nilai determinan maka dapat digolongkan 3 macam redaman yaitu :

1. Under damping

2. Critically damping

3. over damping

Serta pembelajaran PD parsial dan PD total serta cara penyelesaian serta aplikasi pada be-

berapa problem.

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN :

1. Dalam suatu tangki penyimpanan Bahan Bakar Minyak, fluida mengalir melalui su-

atu lubang pada dasarnya. Diameter tangki 5 meter, diameter lubang 2.5 centimeter,

tinggi awal fluida 4 meter. Kapan tangki menjadi kosong ?

2. Kerjakan soal sistem massa pegas diatas tetapi ditambah dashpot dengan konstanta

damping

• c = 100 kg/s.

• c = 60 kg/s.

• c = 10 kg/s.

BAHAN DISKUSI :

• Bagaimana cara untuk mengetahui ketinggian fluida pada tangki penyimpanan BBM

diatas untuk beberapa waktu yang berbeda ?

• Apakah arti fisis dari under damping, critically damping, over damping ?

• Jelaskan maksud resistor, kapasitor, induktor, impendansi, reaktansi kapasitif dan

reaktansi induktif ?
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Bab 7

Transformasi Laplace

Capaian Pembelajaran :

1. Mahasiwa mengulang materi tentang bilangan dan aljabar komplek
2. Mahasiswa mengerti tentang Prinsip Transformasi Laplace (TL),

integral Laplace, theorem-theorema Laplace.
3. Mahasiswa memahami cara pembuatan dan penggunaan Tabel TL
4. Mahasiswa mampu untuk menyelesaikan solusi PD

dengan mempergunakan Tabel TL.

Deskripsi :

Persamaan Diferensial yang didapatkan pada pemodelan bisa dicari solusinya dengan be-

berapa macam cara a.l. secara analitis, deret selain itu bisa dicari dengan cara menggu-

nakan TL. Dengan beberapa macam cara hasilnya seharusnya sama.

7.1 Bilangan komplek (Review)

Suatu persamaan kuadrat az2 + bz+ c = 0, solusinya dicari dengan rumus kuadrat (rumus

abc)

z =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

diskriminan d = b2 − 4ac

d = 0 akar-akar riel sama z

d > 0 akar-akar riel tidak sama z1&z2

d < 0 akar-akar komplek z1,2 = x± iy

z1,2 = x± iy disebut bilangan komplek

x adalah bilangan real→ Re(z) = x

y adalah bilangan imaginer→ Im(z) = y

bisa juga ditulis z=(x,y)

86
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digunakan simbol i =
√
−1 dengan i2 = −1

contoh :

1.
√
−16 =

√
16
√
−1 = 4i

2. z2 − 2z + 2 = 0

z1,2 = 2±
√

4−4.2
2 = 2±

√
−4

2 = 1± i

Bidang komplek (complex plane)

(x, y) = x+ iy atau (r, θ)

x = r cos θ dan y = r sin θ

sehingga x+ iy = r cos θ + ir sin θ = r(cos θ + i sin θ)

magnitude dari z = r = |z| =
√
x2 + y2

sudut dari z = θ = tan−1 y

x

jadi x = |z| cos θ dan y = |z| sin θ

cos θ + i sin θ = eiθ ...Theorema Euler

x+ iy = r(cos θ + i sin θ) = reiθ

Jadi bentuk rectangular = bentuk persegi panjang :

z = x+ iy

z = |z|(cos θ + i sin θ)

bentuk polar :

z = |z| < θ = r < θ

z = |z|eiθ = reiθ

complex conjugate dari z = x+ iy adalah z̄ = x− iy

sehingga

z = x+ iy = |z| < θ = |z|(cos θ + i sin θ) = reiθ

z̄ = x− iy = |z| < −θ

= |z|(cos (−θ) + i sin (−θ))

= |z|(cos θ − i sin θ)

= re−iθ
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Aljabar komplek

Dua bilangan komplek z dan w dikatakan sama jika dan hanya jika bagian riel sama dan

bagian imaginer sama

z = x = iy dan w = u+ iv

z = w jika dan hanya jika x = u dan y = v

Penambahan

z + w = (x+ iy) + (u+ iv)

= (x+ u) + i(y + v)

Pengurangan

z − w = z + (−w) = (x+ iy)− (u+ iv)

= (x− u) + i(y − v)

Perkalian

• Bilangan komplek dikalikan bilangan riel az = a(x+ iy) = ax+ iay

• 2 bilangan komplek dikalikan

zw = (x+ iy)(u+ iv)

= xu+ iyu+ ixv + i2yv

= xu+ i(yu+ xv)− yv

= (xu− yv) + i(yu+ xv)

• Perkalian bentuk polar

z = |z| < θ

w = |w| < φ

zw = |z||w| < (θ + φ)

• Perkalian dengan i

z = x+ iy = z < θ

i = 0 + i = 1 < 90o

iz = (1 < 90o)(z < θ) = |z| < (θ + 90o)

Perkalian dengan i adalah rotasi sebesar 90o dengan arah berlawanan dengan jarum

jam
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Pembagian

• Pembagian bentuk persegi panjang

z

w
=

x+ iy

u+ iv
=
x+ iy

u+ iv
.
u− iv
u− iv

(xu+ yv) + i(yu− xv)

u2 + v2

xu+ yv

u2 + v2
+ i

yu− xv
u2 + v2

• Pembagian bentuk polar

z

w
=
|z| < θ

|w| < φ
=
|z|
|w|

< (θ − φ)

• Pembagian dengan i

z

i
=

x+ iy

i
=
x+ iy

i
.
i

i
=
xi− y
−1

= y − ix

atau

z

i
=

|z| < θ

1 < 90o
= |z| < (θ − 90o)

Pembagian dengan i merupakan rotasi sebesar 90o dengan arah sama dengan arah

jarum jam

pangkat dan akar

zn = (|z| < θ)n = |z|n < (nθ)

z
1
n = (|z| < θ)

1
n = |z| 1n <

(
θ

n

)
Catatan :

|zw| = |z||w|

|z + w| 6= |z|+ |w|

komplek konjugate dari z1 + z2 adalah z̄1+̄z̄2

|z| =
√
zz̄

Soal bilangan komplek

Jadikanlah bentuk polar (z = r < θ)

1. z = 2+i
3+4i

2. z = (8, 66− i5)3

3. z = (2, 12− i2, 12)
1
2
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4. z = −1− i

5. z = (1 + i)2

6. z = 2+i
3−i

7. z =
√

5+3i
1−i

8. z = 1− i√
3

9. z = −4i

10. z = 3

Jadikan bentuk persegi panjang (z = x + iy)

1. z = 7(cos 110o − i sin 110o)

2. z =
√

2 e−
π
4 i

3. z = 2(cos π6 + i sin π
6 )

4. z =
√

2 e
π
4 i

5. z = cos 3π
2 + i sin 3π

2

6. z = 5(cos 0 + i sin 0)

7. z = 5(cos 20o + i sin 20o)

8. z = 2(cos π4 + i sin π
4 )

9. z = 4(cos 2π
3 − i sin 2π

3 )

10. z = cosπ − i sinπ

7.2 Transformasi Laplace (Laplace transformation)

Salah satu metode untuk menyelesaikan persamaan diferensial adalah dengan transfor-

masi Laplace.

Step-step dalam metode transformasi Laplace :

problem (t) di ruang t −→ transformasi Laplace −→ persamaan (s) di ruang s

↓ ↓
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Gambar 7.1: Transformasi Laplace, sumber referensi no. [3] hal. 215.
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solusi (t) di ruang t← invers transformasi Laplace← pers. diselesaikan (s) di ruang s

Transformasi Laplace :

L[f(t)] = F (s) =
∫∞

0
f(t) e−stdt

f(t) : problem, suatu persamaan fungsi waktu, sedemikian hingga f(t) = 0, untuk t < 0
s : variabel komplek
L : operator transformasi Laplace∫∞

0
e−stdt : integral Laplace

Invers transformasi Laplace :

L−1[F (s)] = f(t)

f(t) adalah solusi dalam ruang t.

Theorema diferensiasi :

turunan I L
[ d
dt
f(t)

]
= L

[
f ′(t)

]
= s F (s)− f(0)

turunan II L
[ d2

dt2
f(t)

]
= L

[
f ′′(t)

]
= s2 F (s)− s f(0)− f ′(0)

f(0) adalah nilai awal dari f(t), yaitu pada t = 0,

f ′(0) adalah nilai awal dari f ′(t), yaitu pada t = 0.

Theorema integrasi :

L
[ ∫

f(t)dt

]
=
F (s)

s
+
f−1(0)

s

dimana F (s) = L
[
f(t)

]
dan

f−1(0) =

∫
f(t)dt pada t = 0

Theorema residu :

F (s) =
B(s)

A(s)
=

a1

s+ p1
+

a2

s+ p2
+ ......+

an
s+ pn

ak =

[
(s+ pk)

B(s)

A(s)

]
s=pk

k = 1, 2, ...n

Theorema pergeseran s (s shifting) :

Untuk

L[f(t)] = F (s) =

∫ ∞
0

e−st f(t)dt
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dan untuk

F (s− a) =

∫ ∞
0

e−(s−a)t f(t)dt =

∫ ∞
0

e−st(eatf(t))dt = L[eatf(t)]

sehingga

kalau L[cosωt] =
s

s2 + ω2
maka L[eat cosωt] =

s− a
(s− a)2 + ω2

kalau L[sinωt] =
ω

s2 + ω2
maka L[eat sinωt] =

ω

(s− a)2 + ω2

Sifat kelinearan

Bila f(t) dan g(t) mempunyai transformasi Laplace yaitu L[f(t)] = F (s) dan L[g(t)] = G(s).

Untuk sembarang konstanta c1 dan c2, berlaku :

L[c1f(t) + c2g(t)] = c1L[f(t)] + c2L[g(t)]

= c1F (s) + c2G(s)

maka berlaku juga untuk invers

L−1[c1F (s) + c2G(s)] = c1L−1[F (s)] + c2L−1[G(s)]

= c1f(t) + c2g(t)

Contoh 1 :

Fungsi step (step function)

Diketahui fungsi f(t) = 1, ketika t ≥ 0

fungsi ditransformasi Laplace

L[f(t)] = F (s)

= L[1] =

∫ ∞
0

e−st.1.dt = −1

s
e−st|∞0

= −1

s

(
e−∞ − e−0

)
= −1

s

( 1

e−∞
− 1

e−0

)
= −1

s
(0− 1) =

1

s

Contoh 2 :

Fungsi eksponensial (exponential function)

Diketahui fungsi f(t) = eat ketika t ≥ 0 dan a adalah konstanta.
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fungsi ditransformasi Laplace

L[f(t)] = F (s) = L[eat]

=

∫ ∞
0

eate−stdt =

∫ ∞
0

et(a−s)dt

=

∫ ∞
0

e−t(s−a)dt = − 1

s− a
et(s−a)|∞0

= − 1

s− a
(e−∞ − e−0) =

1

s− a

Contoh 3 :

Fungsi hiperbolik (hyperbolicus function)

Diketahui

cosh at = 1
2 (eat + e−at) = 1

2e
at + 1

2e
−at

sinh at = 1
2 (eat − e−at) = 1

2e
at − 1

2e
−at

Dapatkan transformasi Laplace, jika diketahui sifat-sifat kelinearan

L[af(t) + bg(t)] = aL[f(t)] + bL[g(t)]

jawab : ...

Contoh 4 :

Carilah invers dari transformasi berikut ini :

L[f(t)] =
3s− 137

s2 + 2s+ 401

f(t) = L−1

{
3(s+ 1)− 140

(s+ 1)2 + 400

}
= 3L−1

{
(s+ 1)

(s+ 1)2 + 202

}
− 7L−1

{
20

(s+ 1)2 + 202

}

f(t) = e−t[3 cos (20t)− 7 sin (20t)]

Tabel Transformasi Laplace

Dari data-data diatas akhirnya akan didapatkan tabel transformasi Laplace

Kerjakan soal dibawah dengan menggunakan tabel Transformasi Laplace

1. Dapatkan Transformasi Laplace dari fungsi berikut

• f(t) = 2t3 + 3 cos 2t

• f(t) = 4t2 − 3 sin 2t

Jawab
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L[f(t)] = L[2t2 + 3 cos 2t] = L[2t2] + 3L[cos 2t]

= 2
3!

s4
+ 3

s

s2 + 4
=

12

s4
+

3s

s2 + 4

=
3s5 + 12s2 + 48

s4(s2 + 4)

L[f(t)] = L[4t2 − 3 sin 2t] = 4L[t2]− 3L[sin 2t]

= 4
2

s3
− 3

2

s2 + 4
=

32 + 8s2 − 6s3

s3(s2 + 4)

• f(t) = sin 3t+ 3 e3t

• f(t) = 3 cos 3t− 4 sin 3t

2. Dapatkan Invers Transformasi Laplace

• F (s) = 3
s−2 −

4
s+3

• F (s) = 4s
s2+9 + 3

s−2

jawab

L−1[F (s)] = L−1[
3

s− 2
− 4

s+ 3
]

= 3L−1[
1

s− 2
]− 4L−1[

1

s+ 3
]

= 3 e2t − 4 e−3t

L−1[F (s)] = L−1[
4s

s2 + 9
+

3

s− 2
]

= 4L−1[
s

s2 + 9
] + 3L−1[

1

s− 2
]

= 4 cos 3t+ 3 e2t

• F (s) = 3s+2
s2+4

3. Dapatkan solusi Y(t) dari persamaan diferensial

y′′ + 4y′ + 4y = e−2t dimana y′′ = d2y
dt2 dan y′ = dy

dt

dengan keadaan awal

y(0) = 0, y′(0) = 0.

4. Dapatkan solusi X(t) dari persamaan diferensial

x′′ + 4x′ + 40x = 0 dimana x′′ = d2x
dt2 dan x′ = dx

dt

dengan keadaan awal

x(0) = 3, x′(0) = 0.
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5. Dapatkan solusi X(t) dari persamaan diferensial

x′′ + 3x′ + 2x = 0 dimana x′′ = d2x
dt2 dan x′ = dx

dt

dengan keadaan awal

x(0) = a, x′(0) = b ; a dan b konstan
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Gambar 7.2: Tabel Transformasi Laplace, sumber referensi no. [3] hal. 249.
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Gambar 7.3: Tabel Transformasi Laplace, sumber referensi no. [3] hal. 250.

Gambar 7.4: Tabel Transformasi Laplace, sumber referensi no. [3] hal. 251.



BAB 7. TRANSFORMASI LAPLACE 106

RANGKUMAN :

Beberapa theorema Transformasi Laplace :

1. Theorema Diferensiasi

2. Theorema Residu

3. Theorema Pergeseran s

4. sifat kelinearan

Aplikasi Tabel Transformasi Laplace untuk penyelesaiaan sitem Rangkaian Listrik R,L, dan

C

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN :

Kerjakan soal dibawah dengan menggunakan tabel Transformasi Laplace

1. Dapatkan Transformasi Laplace dari fungsi berikut

• f(t) = 3t+ 12

• f(t) = cos (πt)

• f(t) = sin (ωt+ θ)

• f(t) = t2e−3t

• f(t) = 0.5e−4.5t sin (2πt)

2. Dapatkan Invers Transformasi Laplace

• F (s) = 0.2s+1.8
s2+3.24

• F (s) = 12
s4 −

228
s6

• F (s) = s+10
s2−s−2

• F (s) = 2s−1
s2−6s+18

• F (s) = k0(s+a)+k1
(s+2)2

BAHAN DISKUSI :

Kerjakan soal sistem massa, pegas teredam yang sudah dikerjakan secara analitis sebelum-

nya dengan cara Transformasi Laplace. Apakah hasilnya sama ?



Bab 8

Analisa Testing Sumur (Well
Testing Analisis)

Capaian Pembelajaran :
1. Mahasiswa mengetahui bermacam-macam fluida reservoir
2. Mahasiswa mengetahui bermacam-macam aliran fluida reservoir
3. Mahasiswa mengetahui bermacam-macam geometri reservoir
4. Mahasiswa mengetahui jumlah fluida yang mengalir dalam reservoir
5. Mahasiswa memahami tentang satuan

Deskripsi :

Pada bab ini dimulai pembelajaran ke arah aplikasi Teknik Perminyakan, dengan mem-

pelajari tentang fluida, aliran, geometri dan jumlah aliran dalam reservoir. Dan mempela-

jari satuan yang berhubungan dengan bab ini.

8.1 Sifat Reservoir Primer
(Primary Reservoir Characteristic)

• Macam fluida reservoir

• Macam aliran fluida reservoir

• Geometri reservoir

• Jumlah fluida yang mengalir dalam reservoir

8.1.1 Macam Fluida Reservoir

1. Fluida Incompressible : adalah fluida dimana volume dan density tidak berubah

karena perubahan tekanan (contoh : tidak ada).

2. Fluida Slightly Compressible : adalah fluida dimana volume dan densitas berubah

sedikit karena perubahan tekanan (contoh : minyak mentah (crude oil), air (water)).

107
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3. Fluida Compressible: adalah fluida yang volume dan density banyak berubah karena

tekanan (contoh : gas)

Fluida Incompressible

∂V

∂P
= 0 dan

∂ρ

∂P
= 0

V adalah volume, P adalah tekanan, dan ρ adalah densitas.

Fluida Slightly Compressible

didefinisikan

c = − ∂V

V ∂P

−c dP =
dV

V

diintegrasikan ∫ P

Pref

−c dP =

∫ V

vref

dV

V

−c
∫ P

Pref

dP =

∫ V

Vref

dV

V

−c(P − Pref ) = lnV |VVref

c(Pref − P ) = lnV − lnVref = ln
V

Vref

diekponensialkan

ec(Pref−P ) = e
ln V
Vref =

V

Vref

Jadi

V = Vref exp c(Pref − P )

Ekspansi deret

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ....+

xn

n!

jadi

ec(Pref−P ) = 1 + c(Pref − P ) +
c2(Pref − P )2

2!
+ ....︸ ︷︷ ︸

kecil, jadi diabaikan

Sehingga

ec(Pref−P ) = 1− c(Pref − P )
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atau

V = Vref exp c(Pref − P )

= Vref (1 + c(Pref − P ))

Dengan cara yang sama untuk densitas

c =
∂ρ

ρ∂P

ρ = ρref [1− c(Pref − P )]

P : Tekanan (psia)
V : Volume pada tekanan P(ft3)

Pref : Tekanan awal(psia)
Vref : Volume fluida pada tekanan awal (ft3)

c : Koefisien kompresibility isothermal
ρ : Densiti pada tekanan P (lb/ft3)
ρref : Densiti pada tekanan awal (lb/ft3)

Fluida Compressible

cg =
1

P
− 1

Z
(∂Z/∂P )T

g adalah gas

8.1.2 Macam Aliran Fluida Reservoir

1. Aliran steady state : tekanan konstan pada setiap lokasi reservoir.

(∂P
∂t

)
i

= 0, i adalah lokasi

2. Aliran unsteady state : transient flow : kondisi fluida yang mengalir dimana gradien

tekanan pada setiap posisi pada reservoir konstan (tidak nol).

(∂P
∂t

)
i

= C, C adalah konstanta

3. Aliran semi steady state / pseudo steady state : tekanan pada lokasi yang berbeda dari

reservoir merupakan fungsi linier dari waktu.

(∂P
∂t

)
= f(i, t), t adalah waktu

8.1.3 Geometri Reservoir

Bentuk reservoir mempengaruhi sifat aliran.

Sifat aliran
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Gambar 8.1: Aliran Radial, sumber referensi no. [2] hal. 5

Gambar 8.2: Aliran Linier, sumber referensi no. [2] hal. 5

1. Aliran radial

2. Aliran linier

3. Aliran bola (spherical) atau setengan bola (hemospherical)

Gambar 8.3: Aliran setengan bola (hemispherical flow), sumber referensi no. [2] hal. 6

8.1.4 Jumlah Fluida yang Mengalir dalam Reservoir

1. Aliran single fase (minyak, air atau gas)

2. Aliran 2 fase (minyak-air, minyak-gas, atau gas-air)

3. Aliran 3 fase (minyak, air dan gas)

Satuan

• massa :

1 kilogram = 1000 gram

• panjang :

1 meter = 3,28 ft
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Gambar 8.4: Aliran bola (spherical flow), sumber referensi no. [2] hal. 5

• waktu :

1 jam = 60 menit = 3600 detik

• volume :

1 barrel = 1 bbl = 158.987 liter = 9702 in3 = 5.615 ft3 = 0.159 m3 = 42 US gallon = 34.972

Imperial gallon.

• permeabilitas (satuan luas) :

1 darcy = 1 d = 10−12m2

• tekanan :

1 psi = 6.894x103 Pa = 6.894x103 N/m2

• viscositas :

1 poise = 1 p = 10−1 = 10−1 Ns/m2

• densitas :

1 gram/cm3 = 1000 kg/m3

• temperatur :

TR = TF + 460, TK = TC +273

R (Rankine), F (Fahrenheit), K (Kelvin), dan C (Celcius).

• Dll.
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RANGKUMAN : Sifat Reservoir Primer (Primary Reservoir Characteristic)

• Macam fluida reservoir : incompressible, slightly compressible, dan compressible

• Macam aliran fluida reservoir : keadaan steady, unsteady, dan semi steady

• Geometri reservoir : aliran linier, radial, bola dan setengah bola

• Jumlah fluida yang mengalir dalam reservoir : satu, dua dan tiga fase

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN :

1. Apakah arti fluida incompressible, slightly compressible dan compressible serta berikan

contoh-contohnya ?

2. Apakah arti keadaan aliran steady, unsteady dan semi steady ?

3. Apakah arti aliran linier, radial, bola, dan setengah bola ?

4. Apakah arti fluida satu, dua dan tiga fase, berikan contoh-contohnya ?

BAHAN DISKUSI :

1. Mengapa tidak ada fluida incompressible ? 2. Termasuk fluida apakah crude oil ? 3.

Termasuk fluida apakah gas alam ?
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