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TRANSFORMASI LAPLACE

1. Pendahuluan

Transformasi Laplace merupakan suatu teknik untuk menyederhanakan
permasalahan dalam suatu sistem yang mengandung masukkan dan keluaran.
Dengan transformasi ini akan mengurangi kerumitan dalam perhitungan matematis
yang dibutuhkan dalam menganalisis suatu sistem.. Transformasi ini memiliki
peranan penting pada bidang fisika optik , rekayasa listrik, rekayasa kendali ,

pengolahan sinyal dan teori kemungkinan.
2. Transformasi Laplace
2.1 Definisi

Transformasi laplace didefinisikan sebagai berikut :

L{f(t} = F(s) = [ e=stf(t)dt, s > 0

output

£t F(s

Gambar 1. llustrasi Transformasi Laplace

2.2 Contoh pembuktian hasil Transformasi
Contoh 1:
Diketahui f(t) = 1, Tentukan L{f(t}

Penyelesaian :
Lify=L{1}= [ est1dt= [ et dt =
0 0

a a
=lim [ e=st de =lim [~ L g=st| ]
a-=~ a->~ S 0

_ 1 1
= lim [(—_ e=50) = (= _ e=0)]
a—~ S S



1 1
=lim[——(
a—~ S es«

1 1
— 1] == (0—1)=;

Contoh 2 :
Diketahui f(t) = eat,a > 0. Tentukan L{f(t}

Penyelesaian :

L{f(t} = L{ext} = [ e=steatdt= [ e-G-at dt
0 0

« 1 «
= lim [ e~G-t dt = lim [ — e~G—at | ]
a-~ a—n~ Ss—a 0

: 1
= lim [(— e—(s—a).a) — (_ e~ (s—@).0 )]
a—-~ Ss—a Ss—a
=lim[- (' -pl=-_(0-1=_
a—~ s—a e(-aa s—a s—a

Contoh 3 :
Diketahui f(t) = t. Tentukan L{f(t}

Penyelesaian :

L{f(t} = L{t} = fNe—st tdt = lim [t (—_1 e=st|a) — |

0 @~ s 0
a

-, = N et dt

N

=lim[-“ese+es0 + 1 (=) et
a—~ S S S S 0

= lim [—f esa 4+(0 — i (e—sa — e—s.O) ]
a—o~ N s2

1 1
=—0+0-_(0-1 = _

S

Contoh 4 :
Diketahui f(t) = cos wt. Tentukan L{f(t}

Penyelesaian :



~ . 1 a
L{f(t} = L{sinwt} = [, e~ sinwtdt = lim [(sinwt.(=)e-s))| ] —
a -~ N 0
N i e=st (w) cos wt dt
0 N

a
I st —st

0 ~
= lim [(Sin wt.(—)e )| ]+ —fo e cos wt dt
0 S

a -~ S

1 w
= lim (_E(sinwa.e—S“)—(sino.eO))+ ;f e~st cos wtdt
oo~ 0

=(0+0) +2[lim [cosa)t_(— —1(e—st )|a] —
S a-o~ S 0
~— 1 e-st (= w) sin wt dt]

fo <
_ lim [—1 (coswa.es® —cos0.e70)]—

S a—->~ S 52 0

w2

~ et sinwtdt

W w? N
= S—Z(O"'l)_ = J, e sinotdt

s2

w (1)2 ~
== -7 e—st sinwtdt
S S 0

~ et sinwtdt =% — “2 7 e-st sinwtdt

fo 2 2 fO

~ e=st sinwtdt + T e-st sinwtdt = ¢

2
fo 2 fo 2

2 ~
(1+w_2) Jo e=st sinwtdt =2
S

s2

~ —st . — w (1)2
g€ sin wt dt - / (1+S_2)

S

2 2
-~ st i _ o s w
Joe sin wt dt = / (§ +S_2)

o SPtw? Yy — @ 2w
_s_z/(sz ) 224w sl

w

J~ e—st sinwtdt =
0 2t o2

w

i [T e st sinwtdt =
Jadi [ 5



Berikut adalah tabel Transformasi Laplace untuk beberapa fungsi f(t)

Tabel 1.
N f F f(t F
( ( ) (
t S S
) ) )
1 1 1 cos wt S
s s2 + w?
2 t 1 sin wt w
52 52 + w?
3 t? cosh a S
$3 ¢ s2 —q?
4 th n! sinh a a
Sn+1 t 52 — (1)2
5 tt T(n+1) e cos wt s—a
satl (s —a)? +
6 et 1 et sin wt a
s—a (s—a)+,

Sumber : Kreyzig, Advanced Engineering Mathematic

Soal Latihan 1 :

Tentukan :

1. L{t3}

2. L{sin4t}
3.L{cos6t}
4.1 { edt}

5. L {sinh 2t}



3. Sifat-sifat Transformasi laplace
3.1 Sifat Linier
Jika L{f (t)} = F(s) dan L{g(t)} = G(s) maka

L{a f(©) £ b g(©)} = a L{f (O} £ b L{g(t)} = a F(s) £ b G(s)
Contoh 1:
Tentukan L{2 sin4t + 3 cos4t}
Penyelesaian :

L{2 sin4t + 3 cos4t} = 2 L{ sin4t} + 3 L{ cos4t}

2 * 3 >
B 52+16+ sz + 16
8 3s

s+ 16 * s2+ 16
Contoh 2 :
Tentukan L{5 e% — 4 e~5t + 7}
Penyelesaian :
L{5e* —4e5t +7} =L{5e*} — L{4e5t} + L{7}
1 1

-4, 7 —
s—4 s+5 + S

=5L{ett} —4L{e>5t} +7L{1} = 5.

[ZINRN

Contoh 3 :
Tentukan L{(4 — t)?}
Penyelesaian :
L{(4 -t} = L{16 —8t+t2}
= L{16} — L{8t} + L{t?}

= 16 L{1} — 8 L{t} + L{t%}

1 1 2
=——8—+S—3

s s?
Soal Latihan 2 :
Tentukan :
1. L{6 e3t — 2}
2. L{2e % 4+ 5t— 8}
3. L{5sin5t + 7cos5t}
4. L{2 sinh 6t — 4cosh 6t + 4 t}



5 L{t* — 9tz + 2}
3.2 Sifat Pergeseran | (pergeseran s)
Jika L{f(t)} = F(s) dan maka L{e® f(t)} = F(s — a)

Contoh 1:

Tentukan L{ e2t t}
Penyelesaian :

f(t) =t maka F(s) = :

52
1

(s—2)?
Jadi L{e?t t} =F(s—2) =

a=2maka F(s—2) =

1
(s—2)?

Contoh 2 :

Tentukan L{ e—5t t2}
Penyelesaian :

f(t) = t2 maka F(s) = 2

s3

a=—-5maka F(s — (=)5) = F(s +5) = _°

(s+5)3
Jadi L{e~5t t2} = F(s+5) = _°
(s+5)3
Contoh 3::
Tentukan L{2 e%t sinh 3t}
Penyelesaian :
L{2 e sinh 3t} = 2 L{ e** sinh 3t}
£() = sinh 3t maka F(s) = 23
54=9

a=4maka F(s —4) = 3

(s—4)2—9
Jadi L{2 e*t sinh 3t} = 2 L{e* sinh 3t} =2F(s—4) =2 o 6

(s—92-9  (s—4%*-9

Jadi L{2 e*t sinh 3t} = 0

(s—4)2—9



Contoh 4 :
Tentukan L{ e®t (t — 3)2}
Penyelesaian :
L{ett (t—3)2}=L{ett (t2 —6t +9)}
=L{ect t2} — 6 L{ect.t} + 9 L{ et}

- 2 _ _65 2

T (s—6)3 (s—6)2 t

Jadi L{ et (t—3)}=_2 _ _°© 9
¢ ( ) } (s—6)3 (s—6)2 + 5—6

Contoh 5:

Tentukan L{ 5e—% (t + 1)%}

Penyelesaian :

L{5e* (t+1)2}=5L{e*(t2 +2t + 1)}
=5L{e* t2}+ 10L{e % t} + 5L{ e}

2 1 1
-5 2 _ 110 +5
(s—(-4))3 (s—(—4))? s—(=4)

Jadi L{ e=% (t + 1)2} = _10 10 =S
{ ( ) J (s+4)3 + (s+4)2 + s+4

Soal Latihan 3

Tentukan :

1. L{e3t t}

2. L{6et3}

3. L{ et (t+8)2}

4. L{ 3 e~2t (sin 5t + cos 5t) }
5. L{ e¢t (sinh 2t + cosh 2t)

3.3 Sifat Pergeseran ke 11 (pergeseran t)

Sebelum pembahasan tentang sifat pergeseran Il terlebih dulu dibahas tentang
fungsi tangga satuan (unit step function) atau Heaviside function

Definisi :

1,bilat =0

0,bilat <0

Fungsi f(t) disebut fungsi tangga satuan bila f(t) = {



f(t)

Gambar 2. Fungsi tangga

Fungsi tangga secara umum :

Definisi :
_A,bilat=a
ult—a) = {O,bilat <a
u(t —a)
[
t

Gambar 3. Fungsi tangga

Hasil Transformasi dari Fungsi Tangga :

e—as

L{p(t — o)} =

Contoh 1:

Tentukan L{f ()}, jika f(t) = { 1,bilat > 6

0,bila0<t<6
Penyelesaian : Persamaan fungsi dapat ditulis dengan simbol :

f@) = u(t—6)

e—és

Jadi L{f ()} = L{u(t — 6)} =
Contoh 2 :
Tentukan L{f (t)}, jika f(t) = {

S

1,bilat > 3
2,bila0<t<3
Penyelesaian :



Tulis f(t) dalam fungsi tangga,

_ 1,bilat>3 _ ,
FO=4 hino<e<3 =271

ft)=2—ut—3)
Jadi L{F(6)} = L2 — u(t — 3)} = L{2} — L{u(t — 3)} = 2=

S S

1,bilat >3

0 bila0 <t <3 Y

Pergeseran 1l (pergeseran t)

Jika L{f(t)} = F(s) maka L{f (t — a) u(t — a)} = e~F(s)

Contoh 3 :

Tentukan L{f (D)}, jika f(t) = { ©-biat>2

4t ,bila0 <t <2
Penyelesaian :

Tulis f(t) dalam fungsi tangga,

F(6) ={ t,bilat > 2

4t,bila0 <t < ?2

1,bilat = 2

= M=3t) a0 <t<2

f(t) =4t —3tu(t—2)
L{f (O} = L{4t — 3t p(t — 2)} = L{4t} — L{3 t u(t — 2)}
L{4t} = ; , untuk mencari L{3 t u(t — 2)} gunakan sifat pergeseran Il

LBtu(t—2)}=3L{tu(t—2)}=3L{(t—2+2) u(t—2)}, setelah
mengeluarkan angka 3 lalu ubah t menjadi (t — 2 + 2) supaya mendapat bentuk t —
2 sehingga diperoleh :
LBtut—2)}=3L{{t—-2+2) ult—2)}
=3 L{(t —2ut —2) + 2 u(t — 2)}
=3 L{(t — 2)u(t — 2)} + 3 L{2 u(t — 2)}
=3L{(t = Du(t —2)}+ 6 L{u(t — 2)}

e—Zs

=3¢ _+6

S2 S




Jadi

3e7%5  6e7%s

4
LUF(©)) = L{at = 3tu(t = 2)} = LA ~ LB tu(t = 2)} = 7~~~ —

Contoh 4 :

0,bilat>mn
sint ,bila0<t<m

Tentukan L{f ()}, jika f(t) = {

Penyelesaian :
Tulis f(t) dalam fungsi tangga,

f(t) ={ 0,bilat>m =sint —sint{ 1,bilat>mn
sint ,bila0<t<mw 0,bila0<t<m

Atau f(t) = sint —sint u(t — )
L{f(t)} = L{sint —sint u(t — m)},

= L{sint} — L{sint u(t — m)}
= 521“ — L{sint u(t — m)}, ubah sint menjadi sin (t — ) selanjutnya

gunakan sifat pergeseran II.

L{sint u(t —m)} = L{—sin(t — ) u(t —m)}, sint = —sin (t — m)

L{sint u(t — m)} = — L{sin(t — ) u(t —m)},

1

f (t —m) = sin(t —m) maka f(t) = sint dan F(s) =

s2+1
Menurut sifat pergeseran |1,

Jika L{f (t)} = F(s) maka L{f(t — a)u(t — a)} = e~sF(s) atau

Lisint p(t — m)} = — L{sin(t — ) p(t —m)} = —e-75. _-_
s2+1

Jadi L{f(t)} = L{sint —sint u(t — m)},
= L{sint} — L{sint u(t —m)}
= 1 — (_e—TL'S . 1 ) — 14+e77s
s2+1 s2+1 s2+1

Contoh 5:

sint ,bilat >n
cost ,bila0<t<m

Tentukan L{f (t)}, jika f(t) = {

Penyelesaian :

10



Tulis f(t) dalam fungsi tangga,

cost ,bila0<t<m 0,bilad<t<m

=cost — (cost +sint) u(t—m)
=cost —cost u(t —m) —sint u(t —m),

L{f()} = L {cost —cost u(t —m) —sint u(t —m)}.
= L{cost} — L{cost u(t —m)} — L{sint u(t — m) }

L{cost u(t —m)} = L{cos (t — m) u(t — m)}, cost = — cos(t — 1)

N

f(t —m) = cos(t —m) maka f(t) = cost dan F(s) =
5241

Menurut sifat pergeseran Il ,

Jika L{f(t)} = F(s) maka L{f(t — a)u(t — a)} = e~=F(s) atau

L{cost u(t —m)} = — L{cos(t — n) u(t —m)} = —e-ms._°
s24+1

L{sint u(t —m) } = —L{sin(t — m) p(t —m) } == —e™s. % , lihat jawaban
Contoh 4:

Jadi L{f (t)} = L {cost — cost u(t —m) —sint u(t — m)}.
= L{cost} — L{cost u(t —m)} — L{sint u(t — m) }

s s 1 S+ e Ss 4 e

“err Ceray ) e et 2+ 1

Soal Latihan 4

Tentukan :

1,bilat =3
0,bila0<t<3

L Lo yiika £ = ¢

2,bilat =5
4,bila0<t<5

2 L{F(O Y ika £(8) = {

t,bilat > 2
3t,bila0<t<?2

S LD Y jika £(B) = {

11



t—1)2,bilat>1
0,bila0<t<1

. () 2t,bila 0<t<1
5 L{f(t) }jika f't' ={ ¢ bilat>1

4 LU® Yiika £ = (¢

3.4 Sifat Transformasi Laplace dari Turunan

Teorema 1 : (Transformasi Laplace dari turunan f (t))

Jika f(t) kontinu untuk semua t >0 dan mempunyai turunan f'(t) yang kontinu
sepotong-potong pada setiap interval berhingga pada jangkauan t>0 maka
transformasi Laplace dari derivatif/turunan f'(t) ada dan L(f') =sL(f)—- f(0)
Teorema 1 dapat dikembangkan untuk turunan kedua dan ketiga sebagai berikut :
L(f")=sL(f")— f'(0)=s{sL(f)— f(0)}— f'(0)=s2L(f)~sf(0)- f'(0)
Dengan cara yang sama diperoleh :

L(f™)=s3L(f)—s?f(0)—sf'(0)— f"(0)

Teorema 2 : ( Transformasi Laplace dari turunan f (t) ke-n)

Jika f(t) dan turunannya f'(t), f"(t), ,, f ™ (t) kontinu untuk semua t>0
dan misal turunan f®(t) kontinyu sepotong-potong pada setiap interval
berhingga dalam jangkauan t > 0maka transformasi Laplace dari f ™ (t)ada dan

L(f™)=s"L(f)-sODf(0)-s"2f'(0)-...— f ™D(0) (7
Contoh 1:

Tentukan L{sin? t} dengan menggunakan transformasi Laplace turunan.
Penyelesaian :

f(t) = sin?2 t maka f'® = 2sintcost = sin 2t
f(0) =sin20 = 0dan f(0) =2sin0cos0 =0
L{f'(t)} = s L{f} — f(0) jika dan hanya jika L{sin 2t} = s L{sin? t} — 0 atau

2
Lisin 2t 2 ¥ 4 2
L{sin? t} = ¢ }:S+4:
s s s(s?2 +4)

Contoh 2 :

12



Tentukan transformasi Laplace dari f(t) = cos w t menggunakan sifattutunan.
Penyelesaian :

Jika f(t) =coswt maka f'(t)=—-wsinwt dan f"(t) = —w?coswt =
—w2f(t) . nntuk t =0 maka f(0) =cos0=1 dan f'(0) = —wsin0 =0,
dengan () diperoleh L(f") = s2L(f) — s.1 — 0 atau L{—w?f(t)} = s2L{f(t)} —
s atau —w?L{f(t)} = s2L{f(t)} —s atau (—w? — sA)L{f(t)} = —s atau
L{f®)} = >

—(s%+w?)  sP+w?

N

Jadi L(cosw t) =

s2+w?

Soal Latihan 5

1.

2. , .. 2t,bila 0<t<1
L{f'(t) }jika f(e) = {**"*°

t,bilat > 1
t? bila 0<t<1

t,bilat > 1

L Yika £(8) =

3.5 Sifat Transformasi Laplace dari Integral
Teorema :

Misal F(s)adalah transformasi Laplace dari f(t), jika f(t) kontinu sepotong-
potong pada setiap interval berhingga dalam jangkauan t >0 maka

L{Jotf(r)dr}z iF(s) , $>0,5>k)

Contoh 1:
Tentukan L { “sint dt}
0
Penyelesaian :
f(r) =sintmaka f(t) =sint dan F(s) =

s2+w?

1 w

JadiL{JtsinrdT} = ' F(s) =
0 s

s S24w?

Contoh 2 :

13



Tentukan L { t(eaf — e~b7) dt}

Jo

Penyelesaian :

F(T) = ex — e~br maka f(t) = e® — e=bt dan F(s) = __ __1L
s—a s+b

Jadi L “(evt — e=t7) dr} = o
0

s s—a s+b

Soal latihan 6
1 Buktikan bahwa L {{ ‘(u? —u +e-9)du} = _L{t2 —t + e
0 s

1

2. Buktikan bahwa L {j * (=2 ") du} = "ma+h
0 S S

u
3.6 Sifat Turunan dari Transformasi Laplace

Dari definisi : F(s)=L(f) = J‘e_st f(t) dt,t>0 maka
F'(s)=—[e[tf @] dt , t >0 atau L{tf(®) }=—F'(s) dan
L{t"f () }= (1) FO)

Contoh 1:
Tentukan L{t sin2t}
Penyelesaian :

2
f(t) = sin 2t maka F(s) = ey — 0725 () . —4s
s2+422 dan F(s) (s2422)2 (s2+4)2
Jadi L{t sin2t} = — ( s ) = 4s
(s2+4)2 (s24+4)2

Contoh 2 :
Tentukan L{t% cos 3t}

Penyelesaian :

f(t) = cos3t maka F(s) = _° ‘() = 16HH3)-2s (5) _ 32—
52+32 dan £ (s) (s2+32)2 (s2+32)2
—25 ((s2+32)%) — (32 —s2) 2(s2 +32) 2s

F(s) = (s2 + 32)22

14



[(—2s(s?2 + 32)) —4s (32 — s2) B
(5% + 32)4
3 (s2 + 32) (2s2 — 18s — 36)
(s2 4 32)3
(252 — 18s — 36)
T (52 + 372

= (s2+3%

2— —
Jadi L{t? cos3t} = & 139
(s2+32)2

Soal Latihan 7
Tentukan :

1. L{3t sinh 2t}

2. L{1/2 te3}
3. L{t cos wt}
4. L{ t2 sin 2t}
5. L{t et cos t}

F(t) = sinht =°"° maka F(s) =" (__
2 2

— i) dan F(u) =1 (L
2

s—1 s+1 u—1
1
ey
L {ginﬁ} — L {e t—e_t} — 1 ~F(u) du
t 2t EIS
1 ~ 1 1
=§'£ (u—l B u+1) du
1 ~ 1 1
==lim [ ( — ) du
a->~ u—1 u+1
1
= lim[in|u — 1| — Inju + 1|]|
2 gom 3
1
=5 lim[ In|(u+1)/(u—1)|]
a—~
1 s+1
=—In]| I
2 s—1
Soal latihan 8
1. Tunjukkan bahwa L {ﬂ} = 1_ In (52;4)
¢ 4 52

15



4. Transformasi Laplace Invers

Jika transformasi Laplace dari suatu fungsi f(t)

LHF(9)} = f(©®

—_ -1 —
F(s) f

Gambar 2, Ilustrasi Transformasi Laplace

Contoh 1:

Tentukan L—1 {_°_}

5249
Penyelesaian :

L-1{—=-} =L-1{—=s—} = cos 3t (langsung lihat tabel , baca dari kanan ke Kiri)

5249 52432
Contoh 2:
Tentukan L—1{ i }
s2—16

Penyelesaian :

L-1{ ;4—} =L-1{ 24 2} = sinh 4t (langsung lihat tabel , baca dari kanan ke
s2—16 se—4

Kiri)

Contoh 3:

Tentukan L1 {iz}
S

Penyelesaian :

L1 {51_2} = t (langsung lihat tabel , baca dari kanan ke Kiri)

Contoh 4:

16



Tentukan L—1 {i}
s—7

Penyelesaian :

L1 {ﬁ} = e’t (langsung lihat tabel , baca dari kanan ke Kiri)

Contoh 5:

Tentukan L—1 {L}

s+10

Penyelesaian :

L1 {s+11o} = e~10t (langsung lihat tabel , baca dari kanan ke kiri)

Soal latihan 9
Tentukan :

1. L-1{)

52—9

5

2. L-1{—}

52425

3. L-1{ 1}
s+20

5. Sifat-sifat Transformasi Laplace Invers
5.1 Sifat Linier

Jika L-YF(s)} = f(t) dan L-1{G(s)} = g(t) maka L-{aF(s) £bG(s)} =
a L7 F(s)} £b L HG(s)} = af(®) £ b g(®)

Contoh 1:
Tentukan L1 {E + i}

N s—9

Penyelesaian :

2 4 1
L1{_+ } = 2L1{_}+4L-1{
s s—9 S s—9

}=2+4e%

17



Contoh 2:

Tentukan L1 {f -__+

6 3
s s—9  s2-16

Penyelesaian :

1/2 6 3 3

4

1 1
L=~ + y=1/2L-1{=}—6L-1{ }+ — L1
s s§—9 s2-16 s s—9 4 s2 — 42
3
=1/2—-6¢e% + _sinh4t
4
Tentukan L1 {” + > — %}
st s+8  s249
Penyelesaian :
. 7 2 6s
L {54 +s+8_52+9}
7 .30 a1 - s }
=— — ——}—- 6L
3!L 54}+2L S—(—8)} s2 4+ 32
7
=_t34+2e8 — 6 cos3t
6
Contoh 4 :
Tentukan L-1 {2 +%%)
5249
Penyelesaian :
4 2+ 8s 2 8s
=1L }
{52+9} s24+9 s2+9
2
£3
= L71{3" + 85
{sz+9 52+9}
=21 ° Y4811 ")
3 5249 5249
= 2 sin 3t + 8cos3t
3
_15~7s 9s5—4
Tentukan L1 { — }
s249 s2—-25
Penyelesaian :
5 _—7 9s—4 5—-7s 9s—4
e - } = L1 }— L1 }
s24+9 s2 =25 s2+4+9 s2 —25
=Ly — LIy - L 2oy 4]
52+95 5249 5225 52-25
g .3 S S 4 .5
=L =70} 9L 3+L{ 5y
52+ 32 52+ 32 s2 — 52 s? — 52

18
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5 3 S S 4 5
= L1  }y=7L1{  }-=9L1{ =} 4+ L1

3 52 + 32 52 + 32 s2—52 5 52 — 52

= EsinSt — 7 cos 3t — 9 cosh 5t +isinh5t
3 5

}

Soal Latihan 10

Tentukan :

A

N s—8

2. L—l{f+i—l}
52 3
8+4s

3. LM

5249 52-25

52—9

>

5.2 Sifat Pergeseran |

Jika L-YF(s)} = f(t) maka L-1{F(s — @)} = eqt f(t)

Contoh 1:
Tentukan L—1 {_}

(s—3)?

Penyelesaian :

-1 =10 L1
Lo 3)2} {<s 3)2

3

F(s—3) = ___ makaF(s) = _dan f(¢) = t (dari table)
(s—3) s
-1 =10L"1 = 3
U ey 3)2} {(s_ -} =10 e3t \
Contoh 2 :
Tentukan L1 {_}
(s—6)°
Penyelesaian :
122 _}=20 L1 31\

(s—6)5 (s—6)5

Fs—6)=_"_ makaF(s)= - _ L % danf(t) =Lt
(s—6) s5 41 5 41
L2 3=20L-1{_1 y=20e0t e+ =2 oy
(s—6)5 (s—6)5 41 24

19



Jadi L-1{—20_} = 3 eet t4

(s—6)° 6
Contoh 3 :
Tentukan L-1 {_*~*
52—45420

Penyelesaian :

-1 65—4 | 65—4
L 52—4s+20} =L {(5—2)2+16}

1 6(s=2) 48

=L {(5—2)2+16}

| 6(s—=2) -1 8

=1L {(5—2)2+16}+ L {(5—2)24-16}

=6L 1P 21—
(s—2)%+ 42 (s—2)2+42

= 6e2tcosdt + 2e? sin4t

Jadi L7172 = 6e2 cos4t + 2e? sin4t
s —4s+20
Contoh 4 :
Tentukan L—1 {ﬂ}
52—25-3
Penyelesaian :
L-1g 4s+ 6 } =11 4s+ 6
s2—2s—-3 (s—1)>—-4
4(s—1)+10
(s—1)2-4
— 4(s—1 PRy 10 )
(s—1)2—-4 (s—1)2—-4
_(;)_
= 5 2
(s —1)2—22 (s —1)2—22
= 4et cosh 2t + 5 et sinh 2t
Jadi L1 {sziszig} =4 e'cosh 2t + 5 e’ sinh 2t
Contoh 5 :
-1 _10s+5
Tentukan L™ {2, "}

Penyelesaian :

—1 ¢ 10s+5 5 _ L1 10s+5
5244545 } {(s+2)2+1}

20



s+1/2

_ -1

= 10L {(s+2) +1}

_ 1 ¢s+2-2+1/2

= 10L7 { (s+2)2+1 }
(s+2)2+1

_ L_l{ s+2 3/2 }

(s+2)24+1  (s+2)2+1

=1-1 {—S+2 }_3/2L1{—1
(s+2)2+1 (s+2)2+1

Jadi L- 1{ 10s+5

} = e2tcost—3/2e 2t sint
s24+4s+5

Soal Latihan 11

Tentukan :

-1 8
1L {(s+5) 2]

-1 2 + 3
2.L {0 ' o
65—4
3. L {52 4s+20}

85 +6
4. L {52+ 85+20}
3s—4

5. L {52 45— 20}

5.3 Sifat Pergeseran Il
Jika L-YF(s)} = f(t) maka L-1{ e~as F(s)} = f(t — a)u(t — a)

Contoh 1:
—8s
Tentukan L-1 {_}
s=5
Penyelesaian :

{ }—L L CR

s—5

F(s) = E maka f(t) = e5t dan f(t —8) = e5(-9)

—8s

=L et o) = (- Bu(t—8) = It~ 8)

21



Contoh 2:
—m/2's
Tentukan L-1{£ __ }

s2+16
Penyelesaian :
—1/2s 1
L1 — L—l e—n:/Zs -
{sz + 16} { s2 4+ 16}
— L—l{ e~ T/2s 1 4
4 s2 4 42
1 4
= _ 71f p—m/2s
{ s + 42}
4
F(s) = S Maka f(t) = sin 4t dan f(t —m/2) = sin 4 (t — /2)
A —n/2s
Jadi L-1{* "} =" sin4 (¢t —n/2) u(t—mn/2)
s2+16 4
Contoh 3 :
Tentukan L-1 {£¢ )
5249

Penyelesaian :

Se—Tl'S _ _ S
ey = e 2
s2+9 s2+9
S
52+32}

F(s) =ﬁ maka f(t) = cos 3t dan f(t — m) = cos 3 (t — m)

Jadi L1 {ﬂ} =cos3(t—m) u(t—m)

— L_l{ e TS

5249
Contoh 4 :
—2s
Tentukan L-1{_° _}
(s—3)2
Penyelesaian :
e=%s 1
L1 = [ 1§25 ___
{(5—3)2} ¢ (s —3)? )

F(s—3)= maka f(t) =e3tt ( gunakan sifat pergeseran pertama

(s—-3)2
(pergeseran s) dan f(t — 2) = e3t=2) (t — 2)
Ly e L . 2 2
Ggi=Lle™. m}— f(&e—2u(t-2)

e—Zs

Jadi L-1{ > } =362 (t —2)u(t —2)
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Contoh 5 :

_6 s
Tentukan L-1 {>° L
s—5 (S 9)2

Penyelesaian :
3 e~ 65 5 e 2s e~ 6s e—2s

TR T o) T ) TS (o)

Caridulu :

L—l e—6S _L—l{—6s 1 }
Gisl= ¢ s+s

1
F@)=;E-mwaﬂo==y“dmﬁ@—6)=e%&@

1
)= et ) =e s Ou—6)

-1
{ s+5
Cari lagi :
1
o2 N .3! 1 3!
11 = -1 —2s 2: 1 —2s
(oooy ) e ooy ) Tl e gy
F(s) = (5_3;)4 maka f(t) = e-%t3 , gunakan sifat pergeseran I
dan f(t — 2) = e 92 (t — 2)3
—2s
-1 {—} = i e—9(t-2) (t — 2)3 (t — 2)
(s—9)%° ~ 31 K
3 =65 5 g—2s e~ 6s —2s

L7 } =3L1¢

s+5 (s—9)° +5} R =T 9)4}

1
= 3e 56 y(t—6) —5 __ e=9t=2) (t — 2)3 u(t — 2)
3!

—6s
Jadi L1 €7 = 50y 2 36506 u(t — 6) — ° €902 (t— 2)3 u(t — 2)

s+5 (s—9)* 6

Soal latihan 12
Tentukan :
—3s
1. L1}
s—8
s e—3ms/4
s2 4+ 25 }

e—5s
3.L1{° 3
(s—9*

2. L71¢
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e 2s —5s
4. L1 _ € }
(s+3)* (s=3)°

(s+1) e ™
s2+ 2542

5 L1

5.4 Sifat Transformasi Laplace Invers dari Integral
ika L-1{F(s)} = kaL-1{" F(s)} = [
Jka L7HF()} = f(O)ymaka L=t F($)} = [ f(7)de

Contoh 1 :

1
s(s—8)

Tentukan L—1{

Penyelesaian :

-1 1 =1 1 1
L {5(5—8)} {s (5—8)}

F(s) = ﬁ maka f(t) = 8t dan f(1) = eb

-1 1 :L_]- 1 1 = t T
L~1{—} {S _(5—8)} J, etrdr

s(s—8)
— 1 eSrlt — 1 (681_90) — e¥'—1
8 0 g 8
1y 1 Bt
{s(s—8)} 8
Contoh 2 :
Tentukan L—1{ !
5(s2-9)
Penyelesaian :
[ e LU g
5(s2-9) s (s2-9)
F(s)=_ " maka f(t) = | sinh3t danf(z) = . sinh3t
(s2-9) 3 3
t
L1 ! 1= [ 1 sinh3c &t
s(s2—-9) 03
1 0t 11
= g f sinh 37 dt :gg cosh 3 1l
0
1
=3 (cosh3t — 1)
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Jadi L-1{—1 } =1 cosh3t —1 , (cosh3t =
9 9

5(s2-9)

=1)

NN

Soal Latihan 13

Tentukan :

-1 1
1.L {s(s 2+16)}

2. L-1{—21 3} cariterlebih dahulu L-1 {__ 1}

s2(s2+4)

1

3. L-1§ }, bila diketahui L1

(s2+1)2

S

s(s%+4)

(s2+41)2 2

5.5 Sifat Turunan dari Transformasi Laplace Invers

2

1, .
} = _tsint

e3t+e—3t

,cosh0=e

Jika L-YF(s)} = f(t) maka L-{FM(s)} = (=1)n tn £()

Contoh 1 :
Tentukan L1 {__°
(s5+4)2
Penyelesaian :
i(1):‘25ataus:-gi(1)
ds “st+4 (s*+4)? (s+4)2  2.ds  si+4
1 d , 1
i _}t=—_L1t{ ()}
(s5+4)2 2 ds s’4+4
L-1 {2} =sin2t atau L-1 {1} = sin2t
5244 244 2
1 d , 1
BTSSR A G Ll SR
L {(55+4)2 2 ds 32+4)} 2 ( t
Contoh 2 :

Tentukan L= {In (1 + )}
S

Penyelesaian :

25

sin 2t
) —

t sin 2t

2

4

040

2



Fs)=ln(1+ ) = n( “) maka F'(s) = (B 2
s2+1

52 )

52

L 285y =
52+1)( s2 ) S(SZ+1)

=—2(C--)

s 5241
L~YF'(s)} = —2(1—cost)
L=HF'(s)} = (=t f(8))
—2(1 —cost) = (-t f(t))atau2(1 —cost) = t f(t)
2(1 —cost)

O =—

F(S) =In (1 + i) makaf(t) _ 2(1—cos t)
52

t

Jadi L-1{In (1 +i)} _ 2(1—cost)
2

t

Soal Latihan 14
Tentukan :

-1 1
117 ()

s2 g2

2.L71
{(52_7.[2)2
5.6 Sifat Integral dari transformasi Laplace Invers

Jika L_l{F(S)} = f(t) maka L— 1{f F(u) du} f(®

t

Contoh :

Tentukan :

1L {In (1 +2))

Penyelesaian :
Dengan turunan :
d w? 1 d w?

— s n(+ = —1+w_z;5(1+s—2
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1
— (—2 w? S_3) = — 2
1+ 2 1+% g
52 52

2 w? 2 w?

3 +sw? (s + w?)

s CsT
£(O) = L{F(s)} = L1{%—2 —5—}= 22 coswt
s 5?2 + w?
~ f(®
Lt fin (1) = L PG du) =2
L1 fIn (1 w_z _f(t) 2—2coswt 2 )
{In ( +52)}_ = " =;( — coswt )
Jadi
w? 2

L-1{In(1 +S—2)} =7 (1—-coswt)

Soal latihan 15

Tentukan :

1.1 {In (1 - )}

2
2. L-1{In>"""y
(-1)2

6. Mencari Transformasi Invers dengan Pecahan Parsial

Pecahan Parsial dapat digunakan untuk menentukan / mencari transformasi
Laplace Invers.

1. Jika faktor penyebur berbentuk (s — a) tak berulang maka pecahan parsialnya

berbentuk —4-

s—a

Contoh 1:
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Tentukan L—1 {ﬂ}

s2—-2s5-3
Penyelesaian :

3s+7 3s+7 A B
s2—25s—3 (s=3)(s+1) s-3 + s+1

Kalikan dengan (s — 3)(s + 1) diperoleh :
3s+7 = A(s+1) + B(s—3)

Pilih nilai s yang akan membuat suku disebelah kanan tanda sama dengan akan nol

atau pilih nilai s bilangan kecil.

nntuk s = —1 diperoleh 3(-=1)+7 = A(-1+1) + B(—1—-3) atau 4 =

—4BatauB =% _ _4
—4

nntuk s = 3 diperoleh3 (3)+7 = A(3+1) + B3—-3)ataud = >= 4
4

3s+7 3s+7 4 -1
s2—2s—3 (s=3)(s+1) s-3 +S+1

—1¢- 3547 § _ 71404 —1-
{52—25—3} =L {5—3 + s+1}

=AY+
s—3 s+1

Ly gt

s—3 s+1

= 4171 )

= 4 e3t —e-t lihat tabel

ip—1—35t7 3t _ ,—t
Jadi L™ {2, —}= 4e e

Contoh 2 :

2_
Tentukan L-1{___*"*

(s+1) (s—2) (s—3

Penyelesaian :

25”4 - A 4B L C
(s+1) (s—2) (s—3) s+1 s—2 s—3

Kalikan ke dua ruas dengan (s + 1) (s —2) (s — 3)
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252 —4 =A(s—=2)(s=3) + B(s+1D(s=3)+ C(s+1)(s—2)

nntuk s = 3 diperoleh 18 — 4 = 4CatauC="="7

4 2

nntuk s = 2 diperoleh8 —4 = —3 BatauB = _*
3

nntuk s = —1 diperoleh 2 —4 = 12 Aatau A = =1

2 6
25°—4 - 16 , 43 + 772
(s+1) (s—2) (s—-3 s+1 s—2 s—3
-1 25°—4 — g-1gzl/6 | 43 | 7/%
{(s+1) (s—2) (5—3} =1L {s+1 + s—2 5—3}
-1/6 —4/3 7/2
-1 -1 -1
- — (—2)
{s+1}+L {5—2}+L s—3

= —1/6et — 4/3 e +7/2 e

2_
JadiL-1{___®" 3= —1/6et — 4/3e2 +7/2 e
(s+1) (s—2) (s—3
2. Jika faktor penyebur berbentuk (s — a) berulang sebanyak n kali maka pecahan
parsialnya berbentuk At + Az
s—a (s—a)? (s—a)n

Contoh 3:

2 —
Tentukan L-1{ > 1

(s+1?% (s—-3)
Penyelesaian :

s2 + 5s A1 A2 B
(s+1)2 (s—3) _s+1+(s+1)2+s—3

Kalikan dengan (s + 1)2 (s — 3) diperoleh:
52+ 55 =A41(s +1)(s —3) +A42(s—3)+B(s+1)?
nntuk s = —1 diperoleh : 1 —5= —4 Az atau A2 = 1

nntuk s = 3 diperoleh : 94+ 15 = 16BatauB = 24/16 = 3/2

3A —-B 3 -
nntuk s =0 diperoleh : 0= —341—3A42 + Bataud1 = _ 2 = 2 =
3 -3
6 2
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s2 4+ 5s -1/2 1 3/2
GIDZIG-3) s+l GFie 5-3

[t 2524+ 5s—1 172 1 +3/2
{(s+1)2 (5—3}:L {s+1+(5+1)2 s—3
-1/2 1 3/2
=Lt "+ 3L )
s+1 (s +1)2 s—3
=—-1/2L71{ L Y+ L1{ L }+E’>/2L—1{1 }
s+1 (s +1)? s—3

= —1/2et + e tt + 3/2e3

3. Jika faktor penyebur berbentuk bilangan kompleks tak berulang berbentuk (s —

a) dan (s — a) maka pecahan parsialnya berbentuk —4s+B AstB
(s—a) (s—a) (s—a)? + p2

Contoh 4 :

. s3 —8s2 -1
e vne=2

Penyelesaian :

(s2 +1)=(s—1i) (s+1i), (karenaa = —V—1= —j,a= v-IT =1 = i),

s3—8s2 -1 As+B C
(s2 +1)(s—2) s? +1+s—2

Kedua ruas kalikan dengan (s2 + 1) (s — 2) diperoleh :
§3—8s2—-1=(As+B)(s—2) + C(s?2 +1)

nntuk s = 2 diperoleh: 8 -84 —-1=C(4+ 1) atauC = = 5
5

nntuk s = 0 diperoleh: 0 —8.0—-1= (0+B)(0—2)+C(0+ 1) atau
—-1=-2B+Catau2B= -5+1=—-4,B= -2

nntuk s = 1 diperoleh: 1 -81—-1= (A.1+B)(1-2)+C(1+1) atau

30



—8=—-A—-B+2C atau A=8—-B+2C=8+2—
10=10
Atau selesaikan sistem persamaan berikut :

—25
C=T= -5
—1=-2B+C

—8=—-A—-B+2C

Dengan substitusi diperoleh :

4
—1=-2B+ (—5) atauB =55 = -2

—8=—-A—-(-2)+2(-5)atau —A=-8-2+10atauA=0

s3—8s2 -1 B 0.s+(=2) (-5

= +
(s24+1)(s—2) sz +1 s—2
-2 -5
52 +1+s—2
s3—8s2—1 —2 =5

a2~ Va2

e P e T e
sz +1 s—2

}= 5L

= —2L1¢ 1
sz +1 s—

}
2
= —2sint—5e2
4. Jika faktor penyebur berbentuk bilangan kompleks berulang berbentuk

As+B As+B
(s—a) (s—a)  [(s—a)(s—a)]?

([(s —a)(s —a)]*> maka pecahan parsialnya berbentuk

Contoh 5:

Tentukan :
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—1 ¢ 6s*—155+22
P BT e
(5% +2)= (s+3)

Penyelesaian :

6s2 — 15s + 22 As+ B Cs+D E
= + +
(s2 +2)2(s+3) (s*+2) (s2+2)? s+3

Kalikan setiap ruas dengan (s2 + 2)Z (s + 3) diperoleh :

652 — 155 + 22
= (As+ B)(s2 +2)(s+3)+ (Cs+ D) (s +3) + E(sz + 2)?

nntuk mencari A, B, C dan D nya lebih mudah dengan cara identitas koefisien.

652 —155s+22= (As+ B)(s?2 +2)(s+3)+(Cs+D)(s+3)+E(s*+
452 + 4)

= (As+ B)(s3 + 25 + 352 + 6) + Cs? + Ds + 3Cs + 3D + Es* + 4Es? + 4E

= As* + 2As2 + 3A4s3 + 6A4s + Bs3 + 2Bs + 3Bs?2 + 6B + Cs?2 + Ds + 3Cs
+ 3D + Es* + 4Es? + 4E

652 — 155+ 22 = (A+ E)s* + (3A+ B)s3 + (2A + 3B + C + 4E)s? +
(6A + 2B + 3C + D)s + (6B + 3D + 4E)

Dengan identitas koefisien :

Koefisien dari :

s* : 0 = A+ Eeeeen(i)

S3: 0=3A4+ B, e (i)

s2: 6 = 2A + 3B + C + 4E,,,,(iii)

s 1 —15=6A+2B+3C+D......(iv)

sO 22 = 6B + 3D + 4E ,,,,,,.,.(V)

Dengan menyelesaikan kelima persamaan tersebut akan diperoleh :
A=-1,B=3,C=-5,D=0,E=1

. 652—155+22 As+B Cs+D E —s+3 —5s 1 _
= —_— = +__ =
Sehmgga (s2 +2)% (s+3) (s2 +2) + (s2+42)2 + s+3 (s +2) + (s2 +2)2 s+3
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-1 652—155422
{#}
(s% +2)“ (s+3

_5g 1

{(52+2) (s2+2)2  s+3

—Ll{_}+L1{ }+L1{_}
s +2 (sz2 +2)2 s+3
Supaya lebih jelas akan dicari transformasi inversnya satu-satu
l'L‘l{—_S+3}——L1{ }+L1{ }——Ll{ }+3L1{ .
s2 +2 242 242 242 242
s 3 V2
= -} 4+ )
s2 +(W2)2 V2 s2 + (V2)?
3 _
= —cosVZt +ﬁ sin V2t
2. L-1{—=5s }= —5[L-1{_s
{(sz +2)2} {(sz +2)2
41y =_% atau_s =-14 (1)
ds “s242 (s5+2)2 (s5+2)2 2 ds s%+2
[ _}= L Ly
(s5+2)2 ds 52+2
L_l sin 2t
5242 s244 V2
-1 s } L 1 {_( — _l 4 sin2t — t sin 2t
L {(ss+2)2 ds s2+2 )} 2 (=t N3 ) 22
-1 =5s _ _1 _ t sin 2t
L {(52 +2)2} = >l {( 2 +2)2} - 22

3L 1= et
s+3

—1 ¢ 65%—1554+22 7 _
{ 2 2 } -
(s% +2)% (s+3

=~ {s+3}+ { —5s }+L_1{i}

(s2 +2)2 s+3

_ 3 _ t sin 2t
—cosVZ2t +—— sin V2t +

+et
2V2
10652155422 v = _ o542t + o sin V2t + —t
Jadi L™ { 127 63 N 7 +e

Soal latihan 16
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Tentukan :

1L {—=0%—3

(s+2) (s—4)

—1 (s%49s—9
2. L 1{5—}; —

-1 s
3L {(s+1)2}

—1 ¢ 3425242
4. L7 s2 (s2+41) }

3
5. L-1{_*
(s*-81)

6. Konvolusi

Teorema 1 (Teorema Konvolusi)
Jika L{f()}=F(s), L{g®)}=G(s), L{h(®)} = H(s) dan H(s) = F(s) G(s)
maka h(t) disebut konvolusi dari f (t)dan g(t) dinyatakan dengan (f *g)()}

dan didefinisikan oleh h(t) = (f * 9)(©)} = [, F(D)g(t - D)dt

Contoh 1:

1
Carilah L‘l{sg

Penyelesaian:

H(s):i:ii
s s?s
h(t) = 72

dengan menggunakan konvolusi.

1
(F(S)=? dan G(s) = %) maka f(t)=t dan g(t) =1
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h(t) = (f *9)()} = tt*l
:jo f(t)g(t—1)dt

1
:j;r.ldr :_Tz‘t
0
1, 2
="t
2
Contoh 2:
Carilah L*1£ L l
o069

Penyelesaian:

1
=——— maka

1 1
606-9 O 6 6y
f(t)=¢' dan g(t) =e*, h(t) =???

H(s) = F(s) G(s) =

i N(E) = £ (% g(0) =€ *6¥ = [ (x) glt—) dr

— jter _ jter t ( 1 2 \t
= edt-t)dr = e e3tgr = et J‘ e dr — et | _ =g |
’ ’ 0 L2

1
_ Lo (e‘2t —ef ): - e¥e? | long =—Zet  Lon
2 2 2 2 2

Contoh 3 :

CarilahL—ll 21 Zl

Penyelesaian:

M=t =1 L (Fg=_1

+1 s?+1

dan G(s) = ZL) maka
s°+1

f(t)=sint dan g(t)=sint
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h(t) = (f = g)(t)}=sint=*sint
= [ t(0)gt )
= [ sint.sin(t—7) dv

1 f{cos(Zr —t)—.cost} dt

. 10
= 7| cos(2t —t)dt — —I costdt
0

f -

- —.lj‘cos(zr ~t)d(2t —t)—lcostf dr
2 2 o

sin( 2t 1) —fcost.t|t

{sin( 2t —t)o—siﬁ(O—t)}iicos t(t—0)
{sin(t)—sin(—t)}—icost?(t)

{sin(t) +sin(t)}—§- cost

|
| P BN | PN

L Pa

sint—it-cost
2

N P

Soal Latihan 17

Tentukan :

1. L_1{ S } s _ 1 s

) —_— .
(s2+ a?)? (s2+ a?)? s24+a? s+ a?

s2(s+1)2 52(s+1)2 s2 T (s+1)?

7. Aplikasi Transformasi Laplace pada Persamaan Diferensial

Contoh penggunaan Transformasi Laplace adalah untuk menyelesaikan persamaan

diferensial :

Langkah-langkahnya :

1. Transformasikan kedua ruas kiri dan kanan tanda sama dengan
2. Gunakan sifat turunan dan sifat linier

3. Gabungkan semua fungsi s ( F(s))
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4. Cari transformasi Inversnya

Atau dapat dilihat pada skema berikut :

Masalah nilai awal L Persamaan hasil
Transformasi
Laplace

Solusi dari masalah I- Persamaan dalam

nilai awal < bentuk Y fungsi s

Gambar 3. Skema cara mengerjakan soal
persamaan diferensial

Keuntungan menggunakan Transformasi Laplace untuk menyelesaikan
Persamaan Diferensial Biasa dengan syarat awal adalah tidak memerlukan
penyelesaian persamaan homogennya dan tidak perlu menghitung konstan

sebarang pada penyelesaian umumnya.
Contoh 1:

Selesaikan masalah nilai awal berikut :

y'+y=t,y(0)=1y'(0)=1

Penyelesaian :
1. Transformasi Laplace untuk kedua ruas tanda sama dengan
Ly"+y} = L{t}
L{y"} + L{y} = L{t}
s2L{y} —sy(0) —y'(0) + L{y} = L{t}

s2Y—-s—-1+Y=__
52
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Y(s2+1)—s—1= __

s2
=S _ + +
s2+1 s?2(s2+1) s2+1 241
Diuraikan dulu' —L_— menjadi pecahan-pecahan parsial
s(s2+1)
1 B As+B (Cs+D
s2(s2+1) g2 +52+1

1=(As+B)(s2+1)+ (Cs+ D)s?
1 =As3+4+ As + Bs?2 + B + (Cs3 + Ds?
1=[A+C)s3+(B+D)s2++As+B
Dengan identitas koefisien diperoleh :

Koefisien dari :

S3: 0=A+C.iviveiver e (D)
$2: 0=B+D .o v (00)
St 0=A .t e (D)
SOt 1 =B i v ve e (D)

Dari (i) dan (iii) diperoleh € = 0 dan dari (ii) dan (iv) diperoleh: D = —1

s2(s2+ 1) S

1 1 -1
szt s2+1

1
+s+1 1

1
Y = S >

= + +
s2+1 st(s2+1) s2+1  s*+1
1 -1 s 1
— + +
52+52+1 s2+1 s2 41

y© = LY} = LS4 Ty S+ )

s2+1 s2+1 s2+1

1 S
=L L o
52 52+1} t+cost
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Jadi Solusi dari masalah nilai awal tersebut adalah : y(t) =t + cos t

Contoh 2 :
Selesaikan masalah nilai awal berikut :
O"+2y' +y) =L
y'+2y+y =et,y0)=-1,y(0)=1
Penyelesaian :
L(y"+2y'+y) =L
Ly +L@2y)+L (y) = L(e™)
s2L{y} — sy(0) — y'(0) + 2[L{y} — y(0)] + L{y} = L(e™)

s2Y—s(-1)—14+2sY—2(-1) +Y = __
s+1

2Y4+s—14+2sY+2+Y=_"
s+1

Y(s2 +2s+1) +s+1=_"_ atauY(s®2 +2s+1) = _ 1 _g
s+1 s+1

1
Y(S+1)2 :——(1+S)

s+1
1
—(1+5s)
Y=S+1 _ 1 _ s+1
(s+1)2 (s+1)(s+1)2 (s+1)
v 1 1 1 2 1
s+ 1)3 _s+1_§(s+1)3 Cs+1

Yty = LY = Ly {l 2 !
2(s+1)3 s+1

1 2 1
:_L—1{ _ }

2 (s+1)3 s+1
1 2 1

=_L*{_____}—- L{ }
2 (s+1)3 s+1
=_tet— et
2
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Jadi Solusi dari masalah nilai awal tersebut adalah : y(t) = Ltet— et
2
Contoh 3 :
Selesaikan masalah nilai awal berikut :
y'+y'+9y=0,y(0)=0,16,y'(0) =0
Penyelesaian :
Ly"+y +9y)=L(0)
LV+LG)+LOy)=0
s2L{y} — sy(0) —y'(0) + [L{y} — y(0)] + L{9y} =0
s2Y—-5(0,16)—0+sY—-0+9Y=0
Y(s2+s+9)—0,16s=0
Y(s2+s+9)=0,16s
0,16s 0,16s
Y= s2+s+9 12 35
(s+2) + 4
0,16s
)= L YY(s)}= L1 )
y(O) = LY@} = L )
(s+2) + 4
1_1
S+5—5
= 0,16 L1 2 2y
12 35
(s+5) + 4
s +% %
= 0,16 L1 }—0,16 L-1{ }
12 35 12 35
(s+5) + 4 (s+5) + 4
35
s+ V22
= 0,16 L1 008, 4 :
1,%, /35 NER 1 35
(s+3) +(\/4) 4 (s+3) +(\/4)}
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1 35 0,08 35
= 0,16 e—2" cos v__ t— __sin V__ t
4 35 4
v 4
1 1 0,08 1
= 0,16 e—2" cos =35t — —sin—+/35 ¢
2 1 2
5 V35
Jadi  Solusi dari masalah nilai awal tersebut adalah : y(t) =

1 1 008 .
0,16 e~z cos —v/35t— . __sin 1/35 t
2 %\/35 2

Contoh 4 :

Tentukan respon sistem pegas massa teredam di bawah gelombang persegi, yang

dimodelkan oleh gambar

y'+3y' +2y = r(),denganr(t) = p(t — 1) — u(t — 2),y(0) = 0,y'(0)
=0

Penyelesaian :
Soal dapat ditulis menjadi :
y'+3y'+2y = p(t—1)—put—2)y(0)=0,y'(0)=0

Penyelesaian :

L{y"+3y + 2y} = L{u(t — 1) — u(t — 2)}

e—s e—Zs
L{y"}+L {3y} +L{2y} = BPRiai
—S —2s
s2L{y} — sy(0) — y'(0) + 3[sL{y} — y(0)] + L{2y} = - ¢
S S
e—s e—ZS
s2L{y} + 3sL{y} + 2L{y} = P
S
e—s e—ZS
s2Y+3sY +2Y = —
S S

e—s e—ZS

Y(s? +3s +2) = s

S
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e=s e—ZS
Y = -
s(s2 +3s +2) s(s2 +3s +2)

_ e=s _ e—ZS
“s(s +2)(s+1) s(s +2)(s+ 1)

1
- s(s +2)(s+1) (€7 —e™)

1
— =+
s+1 s+2

Nf=

F(s) = ! =
s(s +2)(s+1)

v | N=

Berdasarkan sifat pergeseran ke dua bahwa : Jika L-{F(s)} = f(t) maka
L-{ e F(s)} = f(t —a)u(t — a)

Diperoleh : y(t) = L-Y{Y(s)} = L7 (e=s — e~25) F(s)}

= ft=Dult—=1) = ft = 2)ut - 2)

0, 0<t<1
1 eyl e, l<t<2
= 2 2 " "
_e—(t—l) + e—(t—Z) + _ e—Z(t—l) - e—Z(t—Z)' t>?2
2 2

Jadi Solusi dari masalah nilai awal adalah :

0, 0<t<1
e gt g l<t<2
yi®) = 2 2 1 1
—e(t=D) 4 o=(t=2) 4 T o=20-1) _ _ o=2-2) ¢ > 2
2 2

Soal Latihan 13
Selesaikan masalah nilai awal berikut menggunakan Transformasi Laplace

1 y + 3y =10sint.y(0) =0

2 y' =y —2y=0,y(0) =8,y (0) =7

3. y'—4y'+3y=6t—8,y(0)=0,y'(0)=0
4 y'+ 6y +8y =e3t —e5t
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Y43y + 2y = (), () ={4t, 0<t<1
8, t>1

8sint, 0<t<m
0, t>m

,y(0) =0,y(0) =0

y'+9y=r@®),r@®) = { ,¥(0) =0,y'(0) =4
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