MODUL

TRANSFORMASI LAPLACE
Oleh

Christina Eni Pujiastuti

PROGRAM STUDI TEKNIK MESIN
FAKULTAS TEKNOLOGI INDUSTRI
UNIVERSITAS TRISAKTI
JAKARTA
2024



Kata Pengantar

Puji dan syukur kepada Tuhan Yang Maha Esa atas segala berkah dan rahmatNya sehingga
dapat tersusunnya modul ini. Materi dalam modul merupakan sebagian dari materi Pekulihana
Matematika Teknik 111 dan digunakan sebagai bahan ajar pada matakuliah Matematika Teknik 111
pada prodi Teknik Mesin Fakultas Teknologi Industri Universitas Trisakti.

Dengan materi yang tersusun dalam modul ini diharapkan dapat membantu mahasiswa untuk
mempermudah dalam memahami  materi matakuliah Matematika Teknik Il kususnya dan
matakuliah lain yang memerlukan pengetahuan Transformasi Laplace seperti Kontrol dan Statika
struktur.

Sebagai bahan ajar tentu saja modul ini masih jauh dari sempurna baik dalam penyusunan
maupun isinya seperti beberapa gambar yang tidak/belum dapat dicantumkan. Untuk itu semua tentu
saja diperlukan masukan dari berbagi pihak terutama yang berkenan membaca dan mencermati modul
ini demi tercapainya materi yang lebih baik dan bermanfaat.

Terima kasih kepada semua pihak yang telah bersediamembantu kelancaran penyelesaian penulisan

modul ini.

Jakarta, Agustus 2024
Salam,

Christina Eni Pujiastuti



Daftar Isi

Materi

Kata pengantar .........cccoviiiiinci

DY - U gl T

1. Pendahuluan ..o

2. Transformasi Laplace ... sssssessssssessssss s sesssssens

3. Sifat-Sifat Transformasi Laplace ... sessssssssessssesnes
200 011 () PP
3.2 Pergeseran [ ( PErgeSEran-s)......ccuueueresiesseeseeneessesnessessesnessusenns
3.3 Pergeseran I1(pergeseran-t).......cccccuerirerenieiesseeseeseesreeneeeens

3.4 Transformasi Laplace dari TUIUNAN .........cccceoveeiieieeicce e

3.5 Transformasi Laplace dari Integral ..........cccvevriveviniiniinine v cvennnn.

3.6 Turunan dari Transformasi Laplace ..........cccevereiieiiiiiiiece e

4. Transformasi Laplace INVErs ...... ..o

5. Sifat-sifat Transformasi Laplace INVers.. ... woovviirinniviniiiniesesniinnenns
5.1 LINIETcutii e eeeeessees e sseesssesssesssssesss s s sssessssssssssess s s e s

5.2 Pergeseran | ...

5.3 Pergeseran Il.......ccccoiiiiiiiein e e e s
5.4 Transformasi Laplace Invers dari Integral .............ccneeeenmeeeessensesnenns
5.5 Turunan dari Transformasi Laplace INVErS ........cveernresseesssesssssssesnnes

5.6 Integral dari Transformasi Laplace INVErS .....meesmmesssmeenes

Halaman

i

12

13

14

16

17

19

21

24

25

26



6. Mencari Transformasi Invers dengan Pecahan Parsial

7. Konvolusi .........

8. Aplikasi Transformasi Laplace pada Persamaan Diferensial

9. Daftar Pustaka

27

30

36

44



TRANSFORMASI LAPLACE
1. Pendahuluan

Transformasi Laplace merupakan suatu teknik untuk menyederhanakan
permasalahan dalam suatu sistem yang mengandung masukkan dan keluaran.
Dengan transformasi ini akan mengurangi kerumitan dalam perhitungan matematis
yang dibutuhkan dalam menganalisis suatu sistem.. Transformasi ini memiliki
peranan penting pada bidang fisika optik , rekayasa listrik, rekayasa kendali ,

pengolahan sinyal dan teori kemungkinan.
2. Transformasi Laplace
2.1 Definisi

Transformasi laplace didefinisikan sebagai berikut :

L{f(t} = F(s) = f0~e‘5tf(t)dt, s>0

output

f(t F(s

Gambar 1. Ilustrasi Transformasi Laplace

2.2 Contoh pembuktian hasil Transformasi
Contoh 1 :
Diketahui f(t) = 1, Tentukan L{f (¢t}

Penyelesaian :

LEF(8} = L{1) = f e‘“ldtzf =5t dt =

a 1 a
= lim | e St dt = lim I— — e~ st l
a-~J, a-~ S 0

1 1
= lim (—— e‘5“> - (— — e‘s'(’)]
a—~ S s




1 1

1

) 1
= lim |——
as~1 se

Contoh 2 :
Diketahui f(t) = e®,a > 0. Tentukan L{f(t}

Penyelesaian :

e—st eat dt = j e—(s—a)t dt
0

LU (8} = L{e™) = f

0

[04 1 a
=lim | e 6Dt gt =lim | — e~ (s—a)t
a-~J, a—~ s—a 0

= lim [(_ 1 e—(s—a).a ) _ (_ 1 e—(s—a).o )]
a—-~ S—a S—a

=lim |- 2 Zm-D| =-20-D=2

Ao~ s—a ‘e 5-a)a s—a

Contoh 3 :
Diketahui f(t) = t. Tentukan L{f(t}

Penyelesaian :
L@ =1 = et ede= Jim [e(= 2 i) -]
Jy (=5) et

. a 0o _ 1 1 —
=11m[——e5“+—es'°+—(——)e“|§]
a—->~ S S S S

= lim[—% es% +0 — Siz (e75% — ¢750) ]

a-~

1 1
= —O+O —5—2 (0—1) = s_z
Contoh 4 :

Diketahui f(t) = cos wt. Tentukan L{f(t}

Penyelesaian :



L{f (t} = L{sin wt} = f0~ e Stsinwt dt = O}iin~ [(sin wt. (— i) e‘“)|: ] -

Jy — i e 5t (w) cos wt dt

= lim |(sin wt.(—-) et + 2" et cos wtdt
Jim |( De ]+ 4k,

1 w [~
= lim (— E(sin wa.e %) — (sin 0.e°))+ ;f e St cos wt dt
0

o -~

=(0+4+0) +%[0}1_r)n~ [coswt. (— i(e—st )|:] _

Jo —% e St (—w)sinwt dt]

2

. 1 _ _ w
== lim [—; (coswa.e™® —cos0.e™° )]— =

J, e sinwtdt

IR w? o~ .
S—Z(O+1) - = fo e™St sin wt dt

w W (7 e
= - - = e sin wt dt
S S 0

2 ~

Jy et sinwtdt =S% - ‘:—2 J, e sinwtdt

2

~ —st . w ~ —st . _ W
Jy €7 sinwtdt + 5 [ e sinwtdt =

(1+®—) Jy et sinwtdt =3

s2

~ st s o w?
Jy €7 sinwtdt = 5 / (1+S—2)
f~ —st : tdt = o / (f + w_z)
, e sinw == < +3
_ @ / (sz+c|o2 ) [ 2w
T g2 s2 T s Ts2402 | 242
~ t . _ w
Jy €7 sinotdt = —
. ~ —st _ w

Jadi [ €™ sinwtdt = o —



Berikut adalah tabel Transformasi Laplace untuk beberapa fungsi f(t)

Tabel 1.
N £ F N ft F
0 ( ( 0 ) (
t S S
) ) )
1 1 1 7 cos wt S
S s + w?
2 t 1 8 sin wt w
52 s2 + w?
3 t2 2 9 cosh a S
s3 ) s2 —q?
4 t" n! 1 sinh a a
2 _ 2
sn+l 0 ¢ S 1)
5 ta T(n+1) 1 e cos wt s—a
ga+l { (s—a)>+d
6 edt 1 1 e sin wt a
s—a ’ (s—a)’+d

Sumber : Kreyzig, Advanced Engineering Mathematic
Soal Latihan 1 :

Tentukan :

1. L{t3}

2. L{sin4t}

3. L{cos6t}

4.L{e8}

5.L{sinh 2t}



3. Sifat-sifat Transformasi laplace

3. 1 Sifat Linier

Jika L{f (t)} = F(s) dan L{g(t)} = G(s) maka
Llaf(®)£bg®)}=al{f(t)} b L{g(t)} =aF(s) £ bG(s)

Contoh 1 :

Tentukan L{2 sin4t + 3 cos4t}

Penyelesaian :

L{2 sin4t + 3 cos4t} = 2 L{ sin4t} + 3 L{ cos4t}

o, 45 S
T T s2416 Ts2+16
8 3s

s2+16 + s2+ 16
Contoh 2 :
Tentukan L{5 e** — 4 e=5t + 7}

Penyelesaian :
L{5e* —4e 5 +7} =L{5e*} — L{4e™>} + L{7}
1 1 1
=5L{e*} —4L{e™} +7L{1} = 5. —4. +7 -
s—4 s+5 S
= > _ 4 4,7
s—4 s+5 S
Contoh 3 :

Tentukan L{(4 — t)?}

Penyelesaian :
L{{(4—-1t)?}= L{16 -8t +t?*}
= L{16} — L{8t} + L{t*}
=16 L{1} — 8 L{t} + L{t*}
1 1 2

s tats
Soal Latihan 2 :
Tentukan :
1. L{6 e3t — 2}

2.L{2e™* 4+ 5t— 8}
3.L{5sin5t + 7 cos 5t}
4. L{2 sinh 6t — 4cosh 6t + 4 t}



5.L{t* —9t% + 2}
3.2 Sifat Pergeseran I (pergeseran s)
Jika L{f(t)} = F(s) dan maka L{e® f(t)} = F(s — a)

Contoh 1 :
Tentukan L{ e?t t}

Penyelesaian :
f(t) =t maka F(s) = 12

N
1

a=2maka F(s —2) = =y

Jadi L{e?t t} =F(s—2) = % L

s—2)2

Contoh 2 :
Tentukan L{ e ~5¢ t2}

Penyelesaian :

F(t) =t maka F(s) = =

$3
2
(s+5)3

a=-5maka F(s —(=)5) =F(s+5) =

2

- -5t 127 _ _
Jadi L{e ™t t?} = F(s+5) = E

Contoh 3 :

Tentukan L{2 e*t sinh 3t}
Penyelesaian :

L{2 e* sinh 3t} = 2 L{ e* sinh 3t}
f(t) = sinh 3t maka F(s) =

52-9
3

a=4makaF(s—4)= m

Jadi L{2 e*t sinh 3t} = 2 L{e* sinh3t}=2F(s—4)=2

6

: 4t o5 =
Jadi L{2 e* sinh 3t} = —— =

3 6

(s—4)2-9 = (s—4)%2-9



Contoh 4 :
Tentukan L{ e®® (t — 3)?}
Penyelesaian :
L{e® (t—3)2}=L{e® (t? —6t +9)}
=L{e® t?}— 6L{e® .t} + 9L{e%}

- _2% _ _6° 2
T (s-6)3 (s-6)2  s—6

) 6t (p a1 2 6 9
Jadi L{ e®t (t —3)%} o or + =

Contoh 5 :

Tentukan L{ 5e™** (¢t + 1)?}

Penyelesaian :

L{5e ™ (t+1)?}=5L{e ™ (t? +2¢t + 1)}
=5L{e™* t2}+ 10L{e * t} + 5L{ e *}

2 1 1
=5— +10 +5
(s—(-4))3 (s—(—4))? s=(-4)

. —4t 2 — 10 10 i
Jadi L{e™ (t+1)%} o T e T e
Soal Latihan 3
Tentukan :

1. L{e3t t}

2. L{6e* 3}

3. L{ e’ (t+ 8)?%}

4. L{3 e %' (sin 5t + cos 5t) }
5. L{ e ® ('sinh 2t + cosh 2t)

3.3 Sifat Pergeseran ke II (pergeseran t)

Sebelum pembahasan tentang sifat pergeseran II terlebih dulu dibahas tentang
fungsi tangga satuan (unit step function) atau Heaviside function

Definisi :

1,bilat =0

Fungsi f(t) disebut fungsi tangga satuan bila f(t) = {0 bilat <0



f(t)

Gambar 2. Fungsi tangga

Fungsi tangga secara umum :

Definisi :
1,bilat>a
u(t —a) _{O,bilat<a
u(t —a)
[
t
a

Gambar 3. Fungsi tangga

Hasil Transformasi dari Fungsi Tangga :

e—as

L{ut —a)} =

Contoh 1 :

1,bilat =6
0,bila0d<t<6

Penyelesaian : Persamaan fungsi dapat ditulis dengan simbol :

Tentukan L{f (t)}, jika f(t) = {

f(@) =pu(t-6)
Jadi L{f ()} = L{u(t — 6)} =
Contoh 2 :
1,bilat > 3

Tentukan L{f (¢)}, jika f(t) = {2 bila 0 <t < 3

Penyelesaian :



Tulis f(t) dalam fungsi tangga,

f(t)—{ 1,bilat>3 _ _{ 1,bilat >3
" 2,bila0<t<3 0,bila0<t<3

f@®)=2-u(t-3)

Jadi L{f ()} = L{2 — pu(t — 3)} = L{2} — L{u(t - 3)} = 2 - <=

S S

atau

Pergeseran II (pergeseran t)
Jika L{f (t)} = F(s) maka L{f(t — a) u(t —a)} = e *F(s)

Contoh 3 :

.. t,bilat > 2
Tentukan L{f (£}, jika £(t) = { st b e
Penyelesaian :
Tulis f(t) dalam fungsi tangga,

t,bilat > 2

1,bilat =2
f(t)_{4t,bila0St< 2

= 4t_3t{0,bila0£t<2

f(t) =4t —3tu(t—2)

L{f (©)} = L{4t — 3t u(t — 2)} = L{4t} — L{3 t u(t — 2)}

4

L{4t} = S—

2

untuk mencari L{3 t u(t — 2)} gunakan sifat pergeseran II

LBtult—2)}=3L{tu(t—2)}=3L{({t—2+2) u(t—2)}, setelah
mengeluarkan angka 3 lalu ubah t menjadi (¢ — 2 + 2) supaya mendapat bentuk t —
2 sehingga diperoleh :
LBtu(t—2)}=3L{{t—2+2)u(t—-2)}
= 3 L{(t — 2)u(t — 2) + 2 u(t — 2)}
=3 L{(t — 2)u(t — 2)} + 3 L{2 u(t — 2)}
=3L{(t —2)ut —2)}+ 6 L{u(t—2)}

1 e—ZS

— —2s
= 3e =




Jadi

4 3e ™ 6e™*
Lif O} =Lt = 3tu(t - D} = LG - LB tut -2} = 5 - —5———
Contoh 4 :
.. 0,bilat>m
Tentukan L{f (£}, jika £(t) = {Sin S
Penyelesaian :
Tulis f(t) dalam fungsi tangga,
0,bilat>m 1,bilat>n

f(t)={sint ybilad<t<mw =smt—smt{

Atau f(t) = sint —sint u(t — )
L{f(t)} = L{sint —sint u(t — m)},
= L{sint} — L{sint u(t —m)}

s2+1

gunakan sifat pergeseran II.

L{sint u(t —m)} = L{—sin(t —m) u(t — m)}, sint = —sin (t — m)

L{sint u(t —m)} = — L{sin(t — ) u(t —m)},

1
s2+1

f (t —m) = sin(t — m) maka f(t) = sint dan F(s) =

Menurut sifat pergeseran II ,

Jika L{f ()} = F(s) maka L{f (t — a)u(t — a)} = e"*F(s) atau

1
Ts241

L{sint u(t —m)} = — L{sin(t —m) u(t —m)}=—e™

Jadi L{f (t)} = L{sint —sint u(t — m)},
= L{sint} — L{sint u(t —m)}

_ 1 (_ s 1 )_ 1+e™ ™S

5241 "s2+1) T s2+41

Contoh 5 :

sint ,bilat>n

Tentukan L{f(t)},jika f(t) = {cost bila0<t<mn

Penyelesaian :

10

0,bila0<t<m

— L{sint u(t — m)}, ubah sint menjadi sin (¢t — ) selanjutnya



Tulis f(t) dalam fungsi tangga,

sint ,bilat>mw
cost ,bila0<t<m

1,bilat>n
0,bila0<t<m

f(t)={

=cost—(cost+sint){

=cost — (cost +sint) u(t —m)
= cost —cost u(t —m) —sint u(t —m),

L{f(t)} = L{cost —cost u(t —m) —sint u(t —m)}.
= L{cost} — L{cost u(t —m)} — L{sint u(t — ) }
L{cost u(t —m)} = L{cos (t — ) u(t — m)}, cost = — cos(t — m)

s
s2+1

f(t —m) = cos(t — m) maka f(t) = cost dan F(s) =
Menurut sifat pergeseran II ,

Jika L{f (t)} = F(s) maka L{f (t — a)u(t — a)} = e"*F(s) atau

s
Ts241

L{cost u(t —m)} = — L{cos(t — ) u(t —m)} = —e™™

1
s2+1 °

L{sint u(t —m)}= —L{sin(t — m) u(t —m) } == —e™™, lihat jawaban
Contoh 4:

Jadi L{f (t)} = L {cost — cost u(t —m) —sint u(t —m)}.
= L{cost} — L{cost u(t —m)} — L{sint u(t — ) }

S Ny 1 s+e ™Ss+e™™
= - (_e—ﬂ.’S —) —_ (— e_T[S ) =
s2+1 s2+1 s2+1 s2+1

Soal Latihan 4
Tentukan :

. 1,bilat =3
LL{f@®) }ika f(©) =10 pila0<t<3

) 2 bilat>5
2. L{f®}jka f() =1, o<t <s

. t,bilat =2
3. LU(®) 3 ika f() =13, piiao<t <2

11



(t—1)?,bilat>1

4. L{f(®) } jika f(¢) ={ 0,bila0<t<1

} 2t,bila 0<t<1
5. L{f(t) }jika f () = { ¢ bilat>1

3.4 Sifat Transformasi Laplace dari Turunan

Teorema 1 : (Transformasi Laplace dari turunan f (t))
Jika f(t) kontinu untuk semua t >0 dan mempunyai turunan f'(t) yang kontinu

sepotong-potong pada setiap interval berhingga pada jangkauan t>0 maka

transformasi Laplace dari derivatif/turunan f'(t) ada dan L(f')=sL(f)— f(0)
Teorema 1 dapat dikembangkan untuk turunan kedua dan ketiga sebagai berikut :
L(f")=sL(f")— f'(0) =s{sL(f)— f(0)}— f'(0) = s*L(f)—sf(0)— f'(0)
Dengan cara yang sama diperoleh :

L(f") =s*L(f)—s?f(0)—sf'(0)— f"(0)

Teorema 2 : ( Transformasi Laplace dari turunan f (t) ke-n)
Jika f(t) dan turunannya f'(t), f"(t), ..., f ™ (t) kontinu untuk semua t >0
dan misal turunan f(t) kontinyu sepotong-potong pada setiap interval

berhingga dalam jangkauan t > Omaka transformasi Laplace dari f ™ (t)ada dan
L(f™)=s"L(f)=s"Pf(0)-s"2f'(0)-..—T"D0) (7)

Contoh 1 :

Tentukan L{sin? t} dengan menggunakan transformasi Laplace turunan.

Penyelesaian :

f(t) = sin? t maka f'® = 2sint cost = sin 2t
f(0) =sin* 0 =0dan f'(0) = 2sin0cos0 =0
L{f'(t)} = s L{f} — f(0) jika dan hanya jika L{sin 2t} = s L{sin? t} — 0 atau

2
L{sin2t} 71z _ 2
s s(s2+4)

L{sin® t} =

Contoh 2 :

12



Tentukan transformasi Laplace dari f(t) = cos w t menggunakan sifattutunan.
Penyelesaian :

Jika f(t) =coswt maka f'(t)=-wsinwt dan f"(t) = —-w?coswt =
—w?f(t) . Untuk t =0 maka f(0)=cos0=1 dan f'(0) = —-wsin0=0,
dengan () diperoleh L(f") = s?2L(f) — s.1 — 0 atau L{—w?f (t)} = s2L{f (t)} —
s atau —w?L{f(t)} = s2L{f(t)} —s atau (—w? —s?)L{f(t)} = —s atau

L{f()} = —0— >

—(s2+w?)  s%+w?

N

s2+ w2

Jadi L(coswt) =

Soal Latihan 5
1.

) . 2t,bila 0<t<1
Zlif(U}J*af“)z{ t,bilat>1

t?,bila 0<t<1

3.L{f"(®) }jika f(2) ={ t,bilat>1

3.5 Sifat Transformasi Laplace dari Integral
Teorema :

Misal F(S)adalah transformasi Laplace dari f(t), jika f(t) kontinu sepotong-

potong pada setiap interval berhingga dalam jangkauan t > 0 maka

L{f, fdt} = 2 F(s) , s>0,5>k)

Contoh 1 :

Tentukan L { J Ot sint d‘L’}

Penyelesaian :

f(r) = sint maka f(t) =sint dan F(s) = ﬁ

1 w

JadiL{fOt sinrdr} = % F(s) =

s s2+w?
Contoh 2 :

13



Tentukan L {fot(e‘” —e7b7) dr}

Penyelesaian :
— pat _ ,—bt — pat _ ,-bt =L_L
f(r)=e e ""maka f(t) = e e dan F(s) T
1

Jadi L {fot(ea‘f — e7b7) dT} _1 (L —_ _)

s \s—a s+b

Soal latihan 6

1. Buktikan bahwa L {fot(u2 —u +e™¥) du} = i L{t?—t +e7t}

2. Buktikan bahwa L {fot (1—2—14) du} = i In (1 + i)

3.6 Sifat Turunan dari Transformasi Laplace

Dari definisi : F(s)=L(f)=[efr)dt,t=>0
0

F'(s) = _je—st FOIdt, t>0  atan  L{F@)}=—F(s)

Lit" £ ()} = (-1)"F™(s)

Contoh 1:
Tentukan L{t sin2t}

Penyelesaian :

0-2s(2) _ —4s
(s2422)2 (s2+4)2

f(t) = sin 2t maka F(s) = 222 dan F'(s) =

s2+

. . __-as \_ s
Jadi L{t sin2t} = ((52+4)2) = Grray
Contoh 2 :

Tentukan L{t? cos 3t}

Penyelesaian :

N

1(s243%)-2s(s) _  32—s?

f(t) = cos 3t maka F(s) = dan F'(s) =

s2+32
—2s ((s?+32)?) — (32 —5s2)2(s*+3%) 2s
(s2 +32)2°

FII(S) —

14

(s2432)2 (s2+32)2

maka

dan



_ (o2 43[BT H8) —4s (32— sh)

(s2 +3%)*
_ (s?+3?) (25> — 185 — 36)
- (s? + 32)3
_ (2s? — 185 — 36)
B (s2 +32)2
. 2 _ (2s2-18s5-36)
Jadi L{t* cos3t} = B
Soal Latihan 7
Tentukan :
1. L{3t sinh 2t}
2.L{1/2 te3t}
3. L{t cos wt}
4. L{ t? sin 2t}
5.L{t e t cos t}
: ef-et 1 (1 1 1/ 1
f(t) = sinht == maka F(s) =3 (; — ;) dan F(u) =3 (E

)
, t_,—-t ~
) <[ 22 R
1(77 1 1
ZEL (u_1_u+1>du
1. (/1 1
zzih“lfs (u—l_u+1>du

1
= 5 lim[Infu — 1] = Inju + 1]]I§

a-~

— Dlim[ i+ 1)/ =111

2a—)~
s+1
s—1

Soal latihan 8

1. Tunjukkan bahwa L {Sinz t} = i In (SZH)

t



4. Transformasi Laplace Invers

Jika transformasi Laplace dari suatu fungsi f(t)

LHF ()} = f(©)

—_— > L—l - >
F(s) f

Gambar 2, Ilustrasi Transformasi Laplace

Contoh 1:

Tentukan L‘l{ > }

$2+9

Penyelesaian :

L1t {52“19} = L1 {Szisz} = cos 3t (langsung lihat tabel , baca dari kanan ke kiri)
Contoh 2:

Tentukan L™1 {Szjle}

Penyelesaian :

L1 { * } =Lt { : } = sinh 4t (langsung lihat tabel , baca dari kanan ke

s2-16 52-42
kiri)
Contoh 3:
Tentukan L1 {siz}
Penyelesaian :
Lt {Siz} = t (langsung lihat tabel , baca dari kanan ke kiri)

Contoh 4:

16



Tentukan L1 {L}

s=7
Penyelesaian :

L1 {i} = e’t (langsung lihat tabel , baca dari kanan ke kiri)

s=7

Contoh 5:
Tentukan L1 {L}
s+10

Penyelesaian :

L1 {ﬁ} = e~10¢ (langsung lihat tabel , baca dari kanan ke kiri)

Soal latihan 9

Tentukan :

1L {523—9}
2.1 {5245-25}

3. 171 {ﬁ}

5. Sifat-sifat Transformasi Laplace Invers
5.1 Sifat Linier

Jika L™HF(s)} = f(t) dan L"Y{G(s)} = g(t) maka L {aF(s) £bG(s)} =
aL {F(s)} £bL7HG(s)} = af(t) £ b g(t)

Contoh 1:

Tentukan L1 {E + ﬁ}

Penyelesaian :

2 4 1 1
L—l{—+ }=2L‘1{—}+4L‘1{—}=2+489t
S s—9

17



Contoh 2:

Tentukan L~ {1/2_L+ 23 }
S s—9 s2-16

Penyelesaian :

L‘l{l/z 6 + 3 }_12[‘—1{1} 6L_1{ 1 }+§L_1{L
s s—9 s2-16) / s s—9j T 2 Y

3
=1/2—-6e” + 7sinh4t

Tentukan L™1 {514 y 2 68 }

s+8 5249
Penyelesaian :
Lt {7 L2 5 }
s* s+8 s24+9

% L1 {:} + 2 {ﬁ} et {sz i 32}

7
=gt3 +2e7% — 6 cos3t

Contoh 4 :

Tentukan L1 {ﬂ}

$24+9
_1{2+85}—L‘1{ 2 N 85}
2
_ 7-1)3°3 8s

) e )

sin 3t + 8 cos 3t

Penyelesaian :

WIN WIN

Tentukan L1 { —7s _ 9 5—4}

s249 s2-25

Penyelesaian :
5—-7s 9s—4 5_ 75 9s_4
o - B (5
s24+9 2 _ 975 219 T
-1 9s 1 4
} {2+9} L {52—25}+L {52_25}

—-7L" {Szj_gz}—()L_l{szjsz}_l_L_l SZ_'SZ

5 3
3




5 3 S S 4 5
—_ _7-1 _ -1 _ -1 _7-1
_3L {sz+32} 7L {52+32} oL {52—52}+5L {52—52}

= gsinSt — 7 cos 3t — 9 cosh 5t +§ sinh 5t

Soal Latihan 10

Tentukan :

e =1
e
3 L {852-—495}

v - )

5.2 Sifat Pergeseran I

Jika L"YF(s)} = f(t) maka L"Y{F (s — a)} = e® f(t)

Contoh 1:

Tentukan L1 {(sig)z}

Penyelesaian :

L {(sig)z} =10L" {(5—13)2}\

F(s—3) =

1 1 B ‘
(5—3)2 maka F(s) = -2 dan f(t) = t (dari table)

L2 }=10L—1{ 1 }=10e3tt\

(s-3)? (s-3)?

Contoh 2 :

Tentukan L1 {(:2)5}

Penyelesaian :

e = 20 L )

Fls—6) = g maka F(s) = 5 = &5 danf(6) = 55¢*
L1 {(:‘;)5} =20 L1 {(5_16)5} 200t Lt =20 pot g4

19



Jadi L7 {2 = 2 et ¢t

Contoh 3 :

Tentukan L™* {265—_4}
$4—45+20

Penyelesaian :

s = e

S e R e

o1 ) + 2 o)
= 6e%tcosdt + 2e? sin4at

65—4
$2-45+20

Jadi L‘l{ } =6e%tcosdt + 2e? sin4t

Contoh 4 :

Tentukan L1 {ﬂ}

$2-25-3

Penyelesaian :

s =1 oo
= {4((55—_ 11))2+—140}
=L {%} L {ﬁ}

@—@5—21322} +517 {o =)

= 4et cosh 2t + 5 et sinh 2t

= 4L‘1{

45+6
s2-2s5-3

Jadi L‘l{ } = 4 et cosh 2t + 5 et sinh 2t

Contoh 5 :

Tentukan L‘l{ 10545 }

52+4s+5

Penyelesaian :

L_l 10s+5 _ L_l 10s+5
s2+4s+5) (s+2)2+1

20



— 10! {s+1/2 }

(s+2)%2+1

= 10! {

10 -1 {s +2-3/2 }

(s+2)%2+1

s+2-2+1/2 }
(s+2)%2+1

_1{ stz 3)/2 }
- (s+2)24+1  (s+2)2+1

- - s ()

10s+5
$24+45+5

Jadi L‘l{ } = e %cost—3/2e % sint

Soal Latihan 11

Tentukan :

2 3
(s—9)3 + (5—6)4}

{

1 )
{
{

85+ 6 }
$2+8s + 20

5.3 Sifat Pergeseran 11
Jika L"Y{F(s)} = f(t) maka L™{ e" % F(s)} = f(t — a)u(t — a)

Contoh 1:

Tentukan L1 {2-_355}

Penyelesaian :

e A =

F(s) = ﬁmaka f(t) = e> dan f(t —8) = 3(t=®

-1 {e‘ss } =L {e—SS - ﬁ} = f(t —8)u(t—8) = 3Dyt —8)

21



Contoh 2:

Tentukan L1 {e_n/z S}

s2+16

e—n/Zs 1
1 — L—l{ e—TL’/ZS }
{52 + 16} sZ+16

— L—l{ e T/2s }_ 4 }

Penyelesaian :

4 52442
— 1 L—l{ e T/2s 4 }
4 s2 + 42

F(s) =ﬁ maka f(t) = sin 4t dan f(t —/2) = sin4 (t —mw/2)

Yadi LG = Lsina (6~ 1/2) (¢ —1/2)

s2+16 4

Contoh 3 :

Tentukan L1 {S e” S}

$249

Penyelesaian :

se™™s S
L—l{ } — L—l -TTS
s2+9 { ¢ s? + 9}

- L_l{ e s? -T— 32}

F(s) =Sz; maka f(t) = cos 3t dan f(t —m) = cos3 (t—m)

+32

s e—T[S

JadiL‘l{ }=cos3(t—n)u(t—n)

s249

Contoh 4 :

Tentukan L1 { (j__:; }

Penyelesaian :

L{(:_—g)}ﬂ{eﬁ}

. maka f(t) =e3't ( gunakan sifat pergeseran pertama

(s—3)2

(pergeseran s) dan f(t — 2) = e3(t=2) (t — 2)

—2s5 1
L_l{e }zL‘l{e‘ZS . m}: f(t—Z),u(t—Z)

F(s—3) =

e—ZS
(s-3)?

Jadi L7 { } = e e —2)u(t - 2)

22



Contoh 5 :

—65 —25
Tentukan L1 {Se— _ 3¢ }
s—5 (5—-9)2

Penyelesaian :

3 e—6s 5 e—Zs e—6s 8_25

L1 - =3L71 -5 ————

s+5 (s —9)* s+5 (s—9)*

Cari dulu :
e~ 6s 1
L—l — L—l { —6S }
{s +5 } € s+5

F(s) = i maka f(t) = > dan f(t — 6) = e~>(t=®

e 1f s 1 —5(t-6)

Cari lagi :
1
-2 — |
-1 _er _ 1] g2 £ =lL_1{e‘25 3! }
(s —9)* (s —9)* 3! (s —9)*
F(s) = (5_39!) - maka f(t) = e % t3, gunakan sifat pergeseran I

dan f(t — 2) = e~°(t=2) (t - 2)3

-1 e—ZS 1 —-9(t-2 3
L {(S_—w}=;e €2 (£—2)% u(t—2)

) 3 e—6s 5 e—Zs e—6s e—ZS
L —~ =3L71 ~5L1 ———
s+5 (s—9)* s+5 (s—9)*

1
= 37300 y(t—-6) —5 31 e 2=2) (t—2)3 u(t—2)

3 e—6s 5 e—2s
s+5 (s—9)*

Jadi L7 { } =350 u(t—6) — 272 (t—2)° u(t - 2)

Soal latihan 12

Tentukan :
L)

pI e Ry

s2 +25

3.1 {&}

23



-1 e—ZS _ e—SS
4.L {(s+3)4 (5—3)5}

5 -1 { (s+1) e‘”s}

s2+ 2542

5.4 Sifat Transformasi Laplace Invers dari Integral
Jika LY ()} = f(O)maka L 2 F(9)} = [ f(n)dr
Contoh 1 :

Tentukan L1 {m}

Penyelesaian :

L~ {5(51—8)} =L~ {i (sis)}

F(s) = @ maka f(t) = e8 dan f(7) = e®

i e R e el

1 1 e8t—1
- = e81’|8 — 5 (eST_eO) —

N 8
L™ {5(51—8)} - 98;_1

Contoh 2 :

Tentukan L~* {s (521_9)}

Penyelesaian :

L= {5(521—9)} =L~ { i (521—9)}

F(s) = —

(s2-9)

maka f(t) = ; sinh3t dan f(7) = ; sinh 3t

L Y AP
5(52_9) = 035m T A4t
—1ft nh 3t d _11 h 31|}
—3 OSlTl T T—33COS Tlo

1
=3 (cosh3t — 1)

24



1
s(s2-9)

Jadi L1 {

2
2= 1)

Soal Latihan 13

Tentukan :

1. L1 {5(52—1“6)}

} =2 cosh3t — = , (cosh 3t =
9 9

e3

_1 1 . . _1 1
2.L {52(52+4)} , carl terlebih dahulu L {S(SZ+4)}

_1 1 . . . _1 _ l .
3. L {(52+1)2} , bila diketahui L {(SZ+1)2} = tsint

5.5 Sifat Turunan dari Transformasi Laplace Invers

t+e—3t

, cosh 0 =

Jika L7YF(s)} = f(t) maka L"H{FM(s)} = (=)™ t™ f(t)

Contoh 1 :

Tentukan L™* { (55;)2 }

Penyelesaian :

d ( 1 ) - atau s _1d
ds \s2+4/) = (s5+4)2 (s5+4)2 2 ds

L~ {(55-45-4-)2} - % L= {% (521-|-4)

s2+4

L~ {(55-45-4-)2} - % L= {% (521-|-4

Contoh 2 :
Tentukan L1 {ln (1 + siz)}

Penyelesaian :

J
-1 { 2 } = sin 2t atau L { ; } -
J

sin 2t

2
(e
2

25

sin 2t

t sin 2t

2

)

4

e%+ef
2




1) maka F'(s) = 1 (Zss 2_(s2+1) 25)

s2+1 s2
32

- <Si;1> (_S_ZS) - 5(5_2+1)
= -2 (i - 5254-1)
L YF'(s)} = —-2(1 —cost)
LHF'(s)} = (=t f(t))
—2(1 —cost) = (=t f(t)) atau2(1 —cost) = t f(t)
2(1 —cos t)
t

2(1—cos t)
t

F)=in(1+3) = in (23

f@®) =
F(s) = In (1+ ) maka f(¢) =

Jadi L™t {ln (1 + Siz)} _ 2(1-cost)

t

Soal Latihan 14

Tentukan :

1L {(5—13)3}

2 1)

5.6 Sifat Integral dari transformasi Laplace Invers
Jika LHF(5)} = f(t) maka L[ F(u) du} =22

Contoh :

Tentukan :

Lefin(1+4))

Penyelesaian :

Dengan turunan :

sl S-S
s | N 52
1+a)_ds s

26



2 w? 2 w?

s3+sw?  s(s?2+w?)

_ 2 S
s s2 + ?
2 S
f@®) =L"{F(s)} = L‘l{;—Z 2 +w2}= 2 — 2 coswt

Lt {ln(l + ?—j)} =11 {f;F(u) du} = @

L‘1{1n<1 +C:—22>}=f(t) _ 2z 2coswt 2 (1 —coswt)

t t t

L *{In 1+w_2 —E(l—coswt)
sz )|t

Jadi

Soal latihan 15
Tentukan :

1.1 fin(1-%)}

2.1 {2

(s-1)?

6. Mencari Transformasi Invers dengan Pecahan Parsial

Pecahan Parsial dapat digunakan untuk menentukan / mencari transformasi

Laplace Invers.

1. Jika faktor penyebur berbentuk (s — a) tak berulang maka pecahan parsialnya

berbentuk A
S—a

Contoh 1 :

27



Tentukan L1 {ﬂ}

s2-25-3
Penyelesaian :

3s+7 3s+7 A B

s2_2s—3 (s=3)(s+1) T s-3 +s+1

Kalikan dengan (s — 3)(s + 1) diperoleh :
3s+7 = A(s+1) + B(s—3)

Pilih nilai s yang akan membuat suku disebelah kanan tanda sama dengan akan nol

atau pilih nilai s bilangan kecil.

Untuk s = —1 diperoleh 3(-1)+7 = A(-1+1) + B(—1—3) atau 4 =

—4B atau B = 14 =-1

Untuks = 3 diperoleh3 (3)+7 = A(3+1) + B(3—3) ataud = 14—6= 4

3547 _ 347 4 -1
s2—2s—3 (s=3)(s+1) s—-3 s+1

() - 3
<) (3

1 1
i P d BT P |
s—3 s+1

= 4¢3 — et lihat tabel

Jadi L71 {ﬂ} = 4e3 —et

s2-2s5-3

Contoh 2 :

N e S
Tentukan L { (s+1) (s—2) (s-3 }

Penyelesaian :

2524 _ A
(s+1) (s—2) (s—-3) s+1

s—2 = s-3
Kalikan ke dua ruas dengan (s +1) (s —2) (s —3)

28



2s2—4 =A(s—2)(s=3)+B(s+1)(s=3)+ C(s+1)(s—2)

Untuk s = 3 diperoleh 18 —4 = 4 Catau C = 14—4 =

Untuk s = 2 diperoleh 8 —4 = —3 BatauB = %4

Untuk s = —1 diperoleh 2 —4 = 12 Aatau A = % = %
252-4 _ 1/6 | -4/3 7/2
(s+1) (s—2) (s-3 s+1 s=2 s-3
-1 2s2-4 _ y-1(-1/6  -4/3 7/2
L {(s+1) (s—=2) (5—3} =1 {s+1 + s—2 + s—3}
-1/6 —4/3 7/2
S e R e R |
s+1 s—2 s—3

= —1/6et — 4/3e? +7/2e3

252-4
(s+1) (s—2) (s-3

Jadi L7 { b= —1/6et — 4736 +7/2¢%

2. Jika faktor penyebur berbentuk (s — a) berulang sebanyak n kali maka pecahan

: A 42 “n
parsialnya berbentuk —- + ooz Tt oo
Contoh 3:
—1 [ 25%455-1
Tentukan L {(s+1)2 (5_3)}
Penyelesaian :
s*+5s Ay A B

GI1? (5-3) s+1 G+12? 5-3
Kalikan dengan (s + 1)? (s — 3) diperoleh :
s2+5s=A;(s+1)(s—3) +A4,(s —3) + B(s + 1)?
Untuk s = —1 diperoleh : 1 —5= —4 A, atau A, = 1

Untuk s = 3 diperoleh : 9+ 15 = 16BatauB = 24/16 = 3/2

. 34, -B 3—%
Untuk s =0 diperoleh : 0= —3A4; —3 A4, + Bataud, = = 5 =
_3__1
6 2
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s?+5s _—1/2+ 1 N 3/2
(s+1)2(s—3) s+1 (s+1)2 s-3

(s+1)? (s—3 s+1+(s+1)2+s—3
=L {;i-/f} L {(s 4—11)2} L {53123}

=172 fg i {ﬁ} +3207

= —1/2et + ettt + 3/2e3

_1{ 2s2+5s5—1 }= L‘l{_l/z 1 3/2}

3. Jika faktor penyebur berbentuk bilangan kompleks tak berulang berbentuk (s —

As+B As+B
(s—a) (s—-2a) u (s—a)? + B2

a) dan (s — a) maka pecahan parsialnya berbentuk

Contoh 4 :

1 s3—-8s2 -1
{(52 +1)(s—2)}

Penyelesaian :

o

(s? +1)=(s—1i) (s+i), (karenaa = —/-1= —i,a=

2

s3-8s2-1 _As+B+ C
(s2 +1)(s—2) s2+1 s-—2

Kedua ruas kalikan dengan (s? + 1) (s — 2) diperoleh :
s3—-8s2—-1=(As+B)(s—2) + C(s* +1)

Untuk s = 2 diperoleh: 8 -84 —-1=C(4+ 1) atauC = —Tzsz -5

Untuk s = 0 diperoleh: 0—80—-1= (0+B)(0—-2)+C(0+ 1) atau
—-1=-2B+Catau2B= -5+1=—-4,B= -2

Untuk s = 1 diperoleh: 1 -81—-1= (A.1+B)(1-2)+C(1+1) atau

30



—-8=—-A-B+2C atau A=8—-B+2C=8+2—
10=0

Atau selesaikan sistem persamaan berikut :

-25

C= -5

—-1=-2B+C

—8=—-A—B+2C

Dengan substitusi diperoleh :

4
—1=-2B+ (—5) atauB == -2

—8=—-A—-(-2)+2(-5)atau —A=-8—-2+4+10atauA =0

s?—8s2—1  0.s+(=2) (=5)
(s2+1)(s—2)  s2+1 s—2

__2 5
T s2 41 s-—2

s3—-8s2 -1 -2 -5
e )
(s +1)(s—2 s2+1 s-—-2

-2 -5
—7-1 -1
=L {52+1}+L {5—2}

4. Jika faktor penyebur berbentuk bilangan kompleks berulang berbentuk

As+B As+B
s—a) (s-a)  [(s—a)(s-3)]?

([(s —a)(s —a)]*> maka pecahan parsialnya berbentuk (

Contoh 5:

Tentukan :
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_1{ 65%-155+22 }
(s2 4+2)2 (s+3)

Penyelesaian :

6s>—155s+22  As+B N Cs+D N E
(s2 +2)2(s+3) (s2+2) (s2 +2)? s+3

Kalikan setiap ruas dengan (s? + 2)? (s + 3) diperoleh :

6s? — 155 + 22
= (As+B)(s? +2)(s+3)+ (Cs+D) (s +3) + E(s? +2)?

Untuk mencari A, B, C dan D nya lebih mudah dengan cara identitas koefisien.

6s2—155s+22= (As+B)(s?> +2)(s+3)+ (Cs+D) (s +3) + E(s* +
452 +4)

= (As+ B)(s® + 25+ 3524+ 6) + Cs?> + Ds + 3Cs + 3D + Es* + 4Es? 4+ 4E

= As* 4 2As? + 3As3 4+ 6As + Bs® + 2Bs + 3Bs? + 6B + Cs? + Ds + 3Cs
+ 3D + Es* + 4Es? + 4E

6s2 —15s+22= (A+E)s* + BA+B)s®+ (2A+ 3B+ C+4E)s? +
(6A + 2B+ 3C+ D)s+ (6B + 3D + 4E)

Dengan identitas koefisien :

Koefisien dari :

S 0= At B (i)
s3: 0=3A4B ..., (ii)

s2: 6=2A+3B+CH+4E.................. (iif)

S: —15=6A+2B+3C+D..orrro.. (iV)

SO 22=6B +3D+4E .o )

Dengan menyelesaikan kelima persamaan tersebut akan diperoleh :
A=-1,B=3,C=-5,D=0,E=1

6s2-15s+22 _ As+B Cs+D E _ -s+3 -5s n
(52 +2)2 (s+3) (s2+42) (s2+2)2  s+3  (s2+42) (s2+2)2 " s+3

Sehingga
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—1 [ 6s%-15s+22 }_ _1{—s+3 —5s L}
L { (s2+2)2 (s+3) L (s2+2) + (s? +2)2 t s+3

S e A e S

Supaya lebih jelas akan dicari transformasi inversnya satu-satu .

Lt ER) == el = - EE s )

B sz + (\/f)2 V2 s2 + (\/2)2
= —cosV2t +% sin V2t

-1 —5s8 _ -1 S
2.L {(sz +2)2} =51 {(s2 +2)2}
i( 1 ) _ =25 t s _ li( 1 )
ds \s2+2/) (55+2)Zaau (s5+2)2 "2 ds \s2+2

L= {(sSiz)Z} - % L= {% (5212)}

1 } __ sin2t
s2+4

__lL_l {i( 1 )}_ —l(—t sinZt)_ t sin 2t
T2 ds \s2+2/)) 2 N

J
L= {(sz_isz)z} = -5L7 {(5212)2} =9 t;ijiZt

_1{ 652—155+22 } _
(s2 +2)2 (s+3

=L { ZSJ: } +L {(sz_iZ)Z} +L7 {i}

3 t sin 2t
—cosV2t +—=sin V2t + +et
V2 242
o pq [ 6s®-155+22 ) 3 . tsin 2t —t
Jadi L {—(52 22 (s+3} = cosV2t + 7 sin V2t + 73 +e

Soal latihan 16
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Tentukan :

O e Te=s

2 1 5°+9s— 9}

s3 —9s

3. L1

(s+1)2}

4. L1

s3+2s52 +2}
52 (s2+1)

5.L71

=
{
erer)
(o)

6. Konvolusi

Teorema 1 (Teorema Konvolusi)

Jika L{f@®)}=F(s),

dan didefinisikan oleh /(t) = (f * g)(t)} = fotf(t)g(t —1)dt

Contoh 1:

Carilah Ll{%} dengan menggunakan konvolusi.
S

Penyelesaian:
1 11
OmeTes
h(t) =??

H{g(0)}=G(s), L{h()} = H(s) dan H(s)= F(s) G(s)

maka h(t) disebut konvolusi dari f(t)dan g(t) dinyatakan dengan (f *g)(t)}

(F(S):siz dan G(S)Zé)maka f(t)=t dan g(t) =1
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h(®) =(f*g)(OF=t*1

= [ f(g(t-o)dz
:Itr.ldr :lrz‘t
0 2 0

1

= —t?

2

Contoh 2:

. 4 1
Carilah L {m}

Penyelesaian:

1 1 1
c-06-9 Oy = make

(s-3)
f(t)=e' dan g(t) =e*, h(t) =2??

H(s) = F(s) G(s) =

rai N = T (1) *g(t) =¢ *e™ =J; f(r) 9(t-7)dz

t ~ t ~ t 1
_ [ ef e3(t r)dT:J‘oer eBt e 3rdz_:e3tj‘oe Zsz_:eBt (_Ee 22’)

_ _163t<e—2t _eo): _EeSte—m _i_iesteo _ _Eet +1e3t
2 2 2 2 2
Contoh 3 :
Carilah L™ 5 ! 5
(s°+1
Penyelesaian:
1 1 1 1
H(s) = = : F(s)= dan G(s) = k
®) (s?+1)? s*+1 s°+1 (FGs) sty1 " ®) s? +l) e

f(t)=sint dan g(t) =sint
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h(t) =(f xg)(t)}=sint=*sint
:j; f(r)g(t—7)dr

=£sin r.sin(t—7)dr
1 ¢t
:EJO{COS(ZT—t)—.COSt}dT
1 ¢t 1t
=Ejocos(21—t)dr—§_|'ocostdr
1 1 ¢t 1 t
:EEIoCOS(ZT_t)d(ZT_t)_ECOSt.[o dr
1. 1
:ZS|n(27—t)|;—§cost-t|;
1 . . 1
:Z{sm(2t—t)—5|n(0—t)}—§cost-(t—O)
1 . . 1
=—{sin( t) —sin(—t)} ——cos t-(t)
4 2
1 . . 1
= Z{sln( t) +sin(t)} - Et -cost

=lsint—1t-cost
2 2

Soal Latihan 17

Tentukan :

Lra) s = o

(s2+ a2)2) ’ (s2+ a?2)? s2+ a2 "s24 q2

P _1{ 1 } 1 _ 1 1
) s2(s+1)2) 7 s2(s+1)2  s2 " (s+1)2

7. Aplikasi Transformasi Laplace pada Persamaan Diferensial

Contoh penggunaan Transformasi Laplace adalah untuk menyelesaikan persamaan

diferensial :

Langkah-langkahnya :

1. Transformasikan kedua ruas kiri dan kanan tanda sama dengan
2. Gunakan sifat turunan dan sifat linier

3. Gabungkan semua fungsis ( F(s))
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4. Cari transformasi Inversnya

Atau dapat dilihat pada skema berikut :

Masalah nilai awal L Persamaan hasil
Transformasi
Laplace

Solusi dari masalah - Persamaan dalam

nilai awal < bentuk Y fungsi s

Gambar 3. Skema cara menger jakan soal
persamaan diferensial

Keuntungan = menggunakan  Transformasi Laplace untuk menyelesaikan
Persamaan Diferensial Biasa dengan syarat awal adalah tidak memerlukan
penyelesaian persamaan homogennya dan tidak perlu menghitung konstan

sebarang pada penyelesaian umumnya.
Contoh 1 :

Selesaikan masalah nilai awal berikut :

y'+y=t,y(0)=1y(0)=1

Penyelesaian :
1. Transformasi Laplace untuk kedua ruas tanda sama dengan
Ly"+y} = L{t}
Liy"} + Ly} = L{t}

s?L{y} — sy(0) —y'(0) + L{y} = L{t}

1
sPY—-s—1+Y ==
s
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1
Y(s2+1)—-s—1=—=

52
1
-+ts+1 1 s 1
= 3 = + +
s2+1 s2(s?+1) s?2+1  s?2+4+1
Diuraikan dulu oD menjadi pecahan-pecahan parsial

1 _As+B+Cs+D
s2(s2+1) sz s2+1

1=(As+B)(s?+1)+ (Cs+ D)s?
1= As®+ As+ Bs? + B+ Cs® + Ds?
1=(A4+C)s®*+(B+D)s*?++As+B
Dengan identitas koefisien diperoleh :

Koefisien dari :

S35 0= A4 C oo (D)
S2 5 0=B 4D e oo (i)
St 0=A. e (D)
SO 1=B e e e e (D)

Dari (1) dan (iii) diperoleh € = 0 dan dari (ii) dan (iv) diperoleh : D = —1

L S
s2(s2+1) s2 s2+1
1
—+s+1 1 s 1
=3 = + +
s2+1 s2(s?+1) s?2+1 5241
1 -1 s 1

s%2  s241 sz2+41 s2+1

y(t): L_l{Y(S)}z L_l{iz+ —1 + S + 1 }

s s2+1 s2+1 s2+1

1
=15

}+L‘1{ szj-l }=t+cos t
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Jadi Solusi dari masalah nilai awal tersebut adalah : y(t) =t + cos t

Contoh 2 :
Selesaikan masalah nilai awal berikut :
O"+2y' +y)=L(e™)
Y'+2y+y =e",y(0)=-1,y(0)=1

Penyelesaian :
LO»"+2y' +y)=Le™)
LM +L@y) L (y) =Le™)

s?L{y} —sy(0) — y'(0) + 2[L{y} — y(O)] + L{y} = L(e™)
s2Y—s(-1)—14+2sY—-2(-1)+Y=—

s+1

2Y+s—14+2sY+2+Y=—
s+1

Y(s?2 +2s+1) +s+1=— atauY(s? +2s+1) =——1—s5
s+1 s+1

Y(s+ 1)2 =L—(1+s)

s+ 1
1
_sr1 - @ts) 1 s+ 1
N (s +1)2 S (+DG+1D?2 (s+1)2
1 1 1 2 1

Y = — == —
(s+1)3 s+1 2(s+1)3 s+1

1 2 1
y® = L7} = 17 {E (s+1)3 s+ 1}

1 2 1
ol
2 (s+1)3 s+1

SR v R e

1




Jadi Solusi dari masalah nilai awal tersebut adalah : y(t) = >

Contoh 3 :

Selesaikan masalah nilai awal berikut :

Penyelesaian :

“tet— et

e

y'"+y' +9y=0,y(0)=0,16,y'(0) =0

L(G"+y +9y)=L(0)

LOyN+LG)+L09y)=0

s2L{y} — sy(0) —y'(0) + [L{y} — y(0)] + L{9y} =0

s2Y —5(0,16) —0+sY—0+9Y =0

Y(s?+s5+9)—0,16s=0

Y(s?+5+9)=0,16s

_0l6s _ 0,16s
24549 2
T
0,165
y(@® = LY (s)}= L™ EET
(s+2) +7F
1 1
+___
= 0,16 L7} 122 235
(s+2) +7F
1 ) 1
s+ 5
= 0,16 L - 2 ~o( 01617 122 .
(s+2) + %) s+3) + 7
)
( +1 ( T )
s+5 0,08 7
20'16“{ 1)2 2 3B\ | 35Ll!l 124 352|L
(+ + (%) ) 7 6+ (%))



_1, 35 0,08 |35
=0,16 e 2 cos —t
4 35 4
\/T

0,08
1yss

1
—016ezcos V t— sin— \/ 5t

Jadi Solusi dari masalah nilai awal tersebut adalah : y(t) =

\/_t

\/_

Contoh 4 :

Tentukan respon sistem pegas massa teredam di bawah gelombang persegi, yang

dimodelkan oleh gambar

y"'+3y'+2y = r(t),denganr(t) = u(t —1) — pu(t —2),y(0) =0,y'(0)
=0

Penyelesaian :
Soal dapat ditulis menjadi :

y'+3y' +2y = p(t—1) —pu(t—2),y(0)=0,y'(0) =0
Penyelesaian :

L{y"+3y +2y} = L{u(t — 1) — u(t — 2)}

e—s e—Zs

LN +L By} +L{2y}= —-

S

—-S e—ZS

s2L{y} — sy(0) — y'(0) + 3[sL{y} — y(0)] + L{2y} = eT _

S

e—S e—ZS

s?L{y} + 3sL{y} + 2L{y} = -~

S

e—S e—ZS
s?°Y+3sY 42Y =——
s s

e=s e—ZS
Y(S2 + 3s +2):T—

S
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e=S e—Zs
=s(52 +3s +2) s(s?2 +3s +2)

e=S e—Zs
=s(s +2)(s+1)_s(s +2)(s+1)

1

- s(s +2)(s+1) (€™ —e™)

2 2
F = = — +
(s) s(s +2)(s+1) s s+1 s+2

Berdasarkan sifat pergeseran ke dua bahwa : Jika L™{F(s)} = f(t) maka
LH{e @ F($)}=ft—aut—a)

Diperoleh : y(t) = LY (s)} =L { (e — e %) F(s)}

=f(t—Dult—1) - f(t—2)u(t - 2)

( 0, o<t<1
|1 oD 4 L pm20-1) 1<t<?2
42 2 ’

| 1 1

|—e e—(t-1) 4 o—(t-2) +7 p-2(t-1) _ > e~2(t-2) ¢ 5

Jadi Solusi dari masalah nilai awal adalah :

( 0, 0<t<1
Il_ —(t1)+1 —2(t-1) 1<t<?2
y(6) =42 2
Ik ~(t-1) 4 o-(t-2) _|_1 p—2(t-1) 1 e-2(t-2) £ 2
2 2 '

Soal Latihan 13

Selesaikan masalah nilai awal berikut menggunakan Transformasi Laplace

1. y'+ 3y =10sint.y(0) =0

2 y'=y' =2y=0,y(0) =8,y(0) =7

3. y'—4y' +3y=6t—-8,y(0)=0,y'(0)=0
4 y'+6y +8y=e3t -5
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5.

6.

4, 0<t <1

y'+9y =r(t),r@) = {

8sint, 0<t<m
0,t>m

43

,y(0)=0,y'(0) =0

,¥(0) = 0,y'(0) = 4
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