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KETEGARAN STATISTIK- t UNTUK 
SATU POPULASI DAN DUA POPULASI 

Joko Riyono 
Dibawah bimbingan 
Drs.H.Subanar, Ph.d. 

INTISARI 

Uji ketegaran statistik t satu populasi dan dua 
populasi masing-masing untuk kasus adanya penyimpangan 
populasi normal dan homogenitas variansi telah dilakukan 
oleh Cicchitelli (1989) dan Posten, Yeh&Gwen (1982). Dengan 
studi Monte Carlo, Cicchitelli (1989)menemukan bahwa 
kemiringan distribusi populasi mempengaruhi statistik t 
satu populasi lebih dari kurtosis , Johnson (1978) 
menyarankan suatu modifikasi statistik t untuk mereduksi 
pengaruh kemiringan ini.Hasi1-hasil tersebut akan 
diperkuat dengan Ekspansi Edgeworth. 

Posten,Yeh&Owen (1982) memherikan hasil untuk uji 
ketegaran statistik t dua populasi pada kasus adanya 
penyimpangan homogenitas variansi. Taraf ketegaran 
dikuantifikasi sebagai daerah ketegaran,hasilnya terbatas 
untuk uji dua sisi.Hasi1 tersebut diperluas kekasus uji 
satu sisi untuk masalah yang sama. 

Katakunci : 

Ekspansi 
s t a t i s t i k  t, daezah ketegaran. 

E d g e w o z t b ,  kurtosis , ketegaran, k-inga,  



ROBUSTNESS OF t-STATISTIC FOR 
THE ONE-SAMPLE AND TWO-SAMPLE 

Joko Riyono 
Under the Supervision 
Drs. H. Subanar, Ph. d. 

ABSTRACT 

Cicchitelli (1989) conducted an extensive Monte Carlo 
study to investigate the robustness of the one sample t- 
statstic under nonnormal parent populations.He show that 
the skewness of the parent population a f fec t s  the t- 
statistic more than the kurtosis.Johnson (1978) suggested 
a modification to t-statistic to reduce the effect of 
skweness. This paper shall addres and reinforce his 
einperical findings by ineans of Edgeworth expelision of t- 
statistic. 

Posten, Yeh, and Owen (1982) ,provided a quantification 
of the robustness level of the two-tailed two sample t- 
statistic, was studied under departures from the 
assumption of equal variance.The level of robustness was 
indicated by obtaining regions of robustness.In this 
paper, these results are extended to the one-tailed test. 
for the saiiie problein. 

Key w o r d s  : 

E d g e w o r t h  expansion, kurtosis, robustness, S I C ~ ~ S S ,  t- 
rrtatistia, regions of r o b t a e s s .  
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1.1. Latar B e l a k a n g  Masalah 

Statistik t sering-kali dipakai dalam membuat 

inferensi mean satu populasi dan inferensi untuk mean dua 

populasi Independen. Dalam tulisan ini akan difokuskan 

pada dua topik tersebut, khususnya yang menyangkut 

permasalahan ketegaran dari statistik t. 

Dalam inferensi untuk mean satu populasi, diambil 

sampel Yi I i = 1,2, . . . n dan dihitung Y ,  S2. Dengan 
asumsi populasi berdistribusi normal maka dapat diperoleh 

statistik T untuk inferensi mean satu populasi, yaitu : 

. . . . . . . (1.1.1) 

untuk n kecil T akan berdistribusi t dengan derajat bebas 

n - 1, sedang untuk n besar T akan mendekati distribusi 
normal standar. 

Pada prakteknya, pemakai sering kesulitan menentukan 

berapa besar n hingga metode ini dapat digunakan atau 
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bagaimana seandainya  popu las i  t i d a k  b e r d i s t r i b u s i  normal, 

apakah metode i n i  masih dapa t  juga digunakan. 

Sedanq pada i n f e r e n s i  u n t u k  mean dua  populas i  

independen, d i ambi l  sampel X l j  , j = 1,2, ..., n~ dan X Z ~  

, 1 = 1,2,. . . , n z  kernudian h i t . u n g  RL, R2, S’ .  E e n g a n  ascimsi 

d i s  t r i b u s i  kedua populasi normal dan v a r i a n s i  keduariya 

sama maka dapa t  d i p e r o l e h  s t a t i s t i k  t u n t u k  i n f e r e n s 1  

mean dua popu las i  independen, y a i t u  : 

t =  ) (x, - x,) -- (&, - . . . . (1.1.2) 

Sama halnya s e p e r t i  pada i n f e r e n s i  u n t u k  mean s a t u  

populas i ,  bagaimana seandainya assumsi kehomogenan 

var ia r i s i  d i l a n g g a r  apakah metode i n i  masih dapa t  

digunakan. Masalah s e p e r t i  i n i  dengan oI2 dan 02’ t i d a k  

d i k e t a h u i  (o12 f 02’ ) d i s e b u t  s ebaga i  masalah Behren- 

F i she r .  Meskipun u n t u k  masalah t e r s e b u t  t e l a h  ada ca ra  

pemecahannya, s e p e r t i  yang d i b e r i  kan o l eh  Neyman- 

E a r t l e t t ,  . Scheffe’ ataupun HSU, namun k e t i g a  c a r a  d i a t a s  

masih memiliki kekurangan, terutama untuk n l  f n2 y a i t u  

adanya sampel yang harus  d i aba ikan ,  h a s i l  yang masih 
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tergantung pada u ru tan  pengambilan sampel a t au  t idak  

adanya jaminan u j i  mernpunyai t i n g k a t  kepercayaan pada a 

yang k i t a  ing inkan .  Oleh karena i t u  pent inglah  bagi 

pemakai u n t u k  rnelihat sampel, se jauh  mana perbedaan 01’ dan 

02’ yang masih h i s ?  d i t o l e l i r  sehingga metode d i a t a s  masih 

d a p a t  diguna kan. 

P ermas a 1 ah an - pe rnias a l a  h an s eper  t i  d i  a t a s  d i  man a 

beberapa a s u m s i  d i l a n g g a r ,  didalarn s t a t i s t i k  d ikena l  

sebagai permasalahan ketegaran ( robus tness )  d a r i  sua tu  

s t a t i s t i k  ( e s t i m a t o r )  a t a u  sua tu  prosedur s t a t i s t i k .  

Menurut Hubber (1951)  ketegaran adalah k e t i d a k s e n s i t i f a n  

terhadap s e d i k i t  penyimpanyan d a r i  asumsi. Suatu 

s t a t i s t i k  a t a u  prosedur  s t a t i s t i k  dikatakan t e g a r  apabi la  

i a  d a p a t  be k e r j  a dengan b a i  k, niernpunyai b i a s  dan v a r i a n s i  

rendah dalani s e g a l a  macam c i i s t r i b u s i .  

S t u d i  t en tang  ketegaran s t a t i s t i k  t t e l a h  banyak 

dilakukan, a n t a r a  l a i n  o leh  C i c c h i t e l l i  (1989)  yang 

menunjuk s u a t u  s t u d 1  Monte Car lo  untuk rnenel i t i  pengaruh 

u j i  i n f e r e n s i  mean satu populas i ,  dengan s t a t i s t i k  T 

d i a t a s  pada populas i  nonnormal. Dia memperlihatkan bahva 

kemiringan yang ada dalam populas i  mengakibatkan 
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k e m i r i n g a n  y a n g  ada dalam d i s t r i b u s i  T .  J o h n s o n  ( 1 9 7 8 )  

membuat m o d i f i k a s i  u n t u k  m e n g o r e k s i  k e m i r i n g a a n  s t a t i s t i k  

T menggunakan  e k s p a n s i  C o r n i s h - F i s h e r .  Sedangkan  P o s t e n ,  

Yeh d a n  Owen (1982)  m e n e l i t i  k e t e g a r a n  u j i  t d u a  p o p u l a s i  

v e r s i  d u a  sisi u n t u k  k a s u s  peny impangan  pada h o m o g e n i t a s  

v a r i a n s i  k e d u a  p o p u l a s i .  D a l a m  t u l i s a n  i n i  n a n t i n y a  altan 

d i b a h a s  h a s i l - h a s i l  y a n g  t e l a h  didapat  C i c c h i t e l l i  ( 1 9 8 9 )  

d i  a t a s  menggunakan  e k s p a n s i  Edgewor th ,  kemudian  j u g a  

m e l i h a t  p e n a m p i l a n  m o d i f i k a s i  s t a t i s t i k  T d a r i  J o h n s o n  

( 1 9 7 8 )  u n t u k  d i b a n d i n g k a n  d e n g a n  p e n a m p i l a n  s t a t i s t - i k  T 

i t u  s e n d i r i .  P a d a  u j i  t d u a  p o p u l a s i ,  k i t a  a k a n  

mengembangkan h a s i l - h a s i l  y a n g  didapat  o l e h  P o s t e n ,  Yeh 

d a n  Owen ( 1 9 8 2 )  u n t u k  v e r s i  u j i  t s a t u  s is i .  

T u l i s a n  i n i  d i h a r a p k a n  a k a n  dapat memberi sumbangan 

y a n g  b e r h a r g a  d i b i d a n g  s t a t i s t i k a  i n f e r e n s i a l .  S e l a i n  i t u  

d i h a r a p k a n  pembaca dapat menggunakan a t a u  mengambi l  

m a n f a a t  d a r i  apa y a n g  b i sa  d iserap  dalam t u l i s a n  i n i .  

1.2. Ruang Lingkup Masalah 

B e r d a s a r k a n  l a t a r  b e l a k a n g  m a s a l a h  d i  a tas ,  maka 

ruaiig l i n g k u p  m a s a l a h  dalam p e n e l i t i a n  i n i  a d a l a h  : 
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1. Melihat  pengaruh kemiringan yang dibawa populas i  pada 

s t a t i s t i k  T (1.1.1) dengan ekspansi Edgeworth. 

2 .  Mempelajari modi f ikas i  s t a t i s t i k  T ( l . l . l . ) y a n g  d i b u a t  

Johnson untuk mengoreksi kemirinqan y a n g  dibawa o l e h  

populasi  t e rhadap  s t a t i s t i k  T (1.1.1). 

3. F4encari batas-batas kehGterogenan v a r i a n s i  yang b i s a  

d i t o l e l i r  sehingga metode dengan menggunakan s t a t i s t i k  

t (1.1.2) masih dapat  ber laku .  

1.3. Perumusan Masalah 

Berdasarkan l a t a rbe lakang  dan ruang lingkup masalah, 

masalah dalam t u l i s a n  i n i  dapat  dirumuskan sebagai  

b e r i  kut : 

1. Mempelaj a r i  pengaruh kemiringan populasi  ' terhadap 

s t a t i s t i k  T ( l . l . 1 ) .  

2 .  Mempelajari c a r a  memperoleh modifikasi  s t a t i s t i k  T ,  

yang dapat  mengurangi pengaruh kemiringan yang dibawa 

oleh populas i  t e rhadap  s t a t i s t i k  T (1.1.1). 
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3. Melihat  n i l a i  kehsterogenan v a r i a n s i  yang m a s i h  dapa t  

d i t o l e l i r  sehingga metode dengan menggunakan s t a t i s t i k  

t ( 1 . 1 . 2 )  v e r s i  s a t u  s is i  masih ber laku.  

1.4.Manfaat Penelitian 

D e n g a n  p e n e l l t i a n  1 n i  diharapkan dapat  dianibil  

beberapa manfaat sehagai  be r iku t :  

i. Dari s e g i  subyekt i f  penul i s ,  rnaka t u l i s a n  i n i  semata- 

Inat? u n t u k  mernperkuat s t r u l c t u r  kogni t i f  p e n u l i s  

rnengenai i n f e r e n s i  s t a t i s t i k .  

2 .  Dapat mernberikan sumbangan pemikiran dalarn rangka 

penambahan wawasan mengenai i n f e r e n s i  s t a t i s t i k  b a g i i  

para  pemerliati masalah s t a t i s t i k  balk yang ada didalam 

perguruan t i n g g i  maupun yang ada d i l u a r  perguruan 

t i n g g i .  

3. Lebih jauh l a g i ,  inforrnasi yang d ibe r ikan  dalam 

t u l i s a n  i n i  nant inya rnenuntut diadakannya p e n e l l t i a n  

l e b i h  l a n j u t  dengan melibatkan berbagai pendekatan 

u n t u k  memperoleh wawasan yang l e b i h  h a s  t en tang  t e o r i  

u j i  h i p o t e s i s  khususnya yang menyang k u t  i n f  e r e n s i  

untuk mean s u a t u  populasi .  
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1 . 5 .  Tujuan Penel i t ian 

. Berdasarkan rumusan masalah yang dikemukakan di 

atas, tujuan penulisan ini adalah untuk mempelajari : 

1. Konsep teori uji hipotesis pada inferensi untuk mean 

suatu populasi. 

2. Penemuan-penemuan Cicchitelli tentang ketegaran 

statistik T (1.1.1) khususnya pengaruh kemiringan 

(ketaksimetrisan) dari distribusi populasi asal 

terhadap statistik T (1.1.1). 

3. Penampilan modifikasi statistik T (1.1.1) dari 

Johnson. 
,-, 

4. Batas-batas nilai keheterogenan variansi yang masih 

menjamin ketegaran statistik t (1.1.2) pada uji satu 

sisi. 

1 . 6 .  Tinjauan Pustaka 

Kekonservatifan uji T dipelajari oleh Gross 

(1976) daii Tukey & Me. Laughliii (1963). Beiijairiini (1983) 

menunjukkan kekonservatifan uji T untuk distribusi 

populasi .long tailed menggunakan argumen geometrik, 

selanjutnya pendekatan geometris diambil oleh Hotelling 

(1961) dan Efroii (1969). Yuen & Murthy (1974) mempelajari 
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masalah s p e s i f i k  pengamatan gambar d a r i  d i s t r i b u s i  

S tuden t - t ,mereka  menabelkan t i t i k - t i t i k  t e r t e n t u  d a r i  

d i s t r i b u s i .  

Pos t en ,  Yeh dan Owen (1982)  t e l a h  memberikan s u a t u  

k u a n t i f i k a s i  d a r i  t . ingkat  ke t ega ran  pada u j i  t dua sampel  

dihawah asumsi v a r i a n s i  y a n g  sama. r i n g  ka t  k e t e g a r a n  

d i i d e n t i f i k a s i  dengan mendapatkan d a e r a h  k e t e g a r a n  dan 

h a s i l - h a s i l  hanya d i b a t a s i  untuk u j i  dua s is i .  

1.7. Sistematika Penulisan 

Karena t u l i s a n  i n i  merupakan k a j i a n  t e r h a d a p  

b e r b a g a i  kepustakaan,  maka bahan yang d igunakan  berupa  

buku, J u r n a l  dan l a i n - l a i n .  H a s i l  yarig d i p e r o l e h  a k a n  

d i s u s u n  dalam s i s t e m a t i k a  b e r i k u t  : 

BAB I : Pendahuluan 

BAE I1 : D e s k r i p s i  T e o r i t i s  

BAB I11 : Ketegaran S t a t i s t i k  T pada I n f e r e n s i  Untuk 

Mean S a t u  P o p u l a s i .  

EAB I V  : Ketegaran S t a t i s t i k  t Pada I n f e r e n s i  Untuk 

Mean Dua p o p u l a s i  Independen. 

BAB V : Kesimpulan clan Saran.  
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EAB I1 

DESKRIPSI TEQRITIS 

2.1. Pengertian Dasar 

Uji  Hipotes i s  adalah sua tu  p roses  percobaan u n t u k  

memutuskan kebenaran a tau  kesalahan pendiigaan yang 
I 

didasarkan pada pengamatan sampel . 
Andaikan d ibe r ikan  XI, X2, . . . ,Xn sampel random 

d a r i  sua tu  populasi  b e r d i s t r i b u s i  Fe , 8 E 0 ,  dengan 

bentuk FB cliketahui kecuali  u n t u k  parameter 8. Dengan 

pengasumsian s e p e r t i  i n i ,  b e r i k u t  akan d ibe r ikan  beberapa 

d e f i n i s i  s e r t a  teorema yang be rka i t an  dengan konsep u j i  

~ h i p o t e s i s .  

Definisi 2.1.1. (V.K Rohatgi) 

Hipotesa parametr ik  adalah pernyataan ten tang  sua tu  

parameter 8 yang t i d a k  d i k e t a h u i .  Ho ,8 E 00 c 0 

d i s e b u t  sebagai  h ipo te sa  n u l l  sedang pernyataan H1,8 E 

@I= @ - 00 , d i s e b u t  sebagai h ipotesa  a l t e r n a t i f .  
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Definisi 2.1.2. (V.K. Rohatgi) 

J i k a  00 (01) hanya  ber is i  s a t u  a n g g o t a ,  Oo (0,) d i k a t a k a n  

s e d e r h a n a ,  s e b a l i k n y a  j i k a  l e b i h  d a r i  s a t u  anggota 

d i k a t a k a n  kompos i t  . J a d i  j i k a  s u a t u  h i p o t e s i s  

s e d e r h a n a ,  maka d i s t r i b u s i  p robab i l i t a s  X m e n j a d i  

t e r t e n t u  d i  bawah h i p o t e s i s .  

Definisi 2.1.3. (Bain E.) 

Daerah  k r i t i s  u n t u k  s u a t u  u j i  h i p o t e s i s  a d a l a h  s u b s e t  

d a r i  r u a n g  sampel y a n g  b e r s e s u a i a n  dengan  p e n o l a k a n  

h i p o t e s a  n u l l .  

Definisi 2.1.4. (B-n E) 

J i k a  H, merupakan  h i p o t e s a  n u l l  s e d e r h a n a  maka 

p robab i l i t a s  p e n o l a k a n  k e b e n a r a n  Ho , y a i t u  a = P ( T I ) ,  

d i s e b u t  sebagai t i n g k a t  k e p e r c a y a a n  d a r i  u j i .  J i k a  Ho 

merupakan kompos i t ,  maka u k u r a n  d a r i  u j i  ( a t a u  u k u r a n  

d a e r a h  k r i t i s )  a d a l a h  n i l a i  maksimum p robab i l i t a s  

dari. p e n o l a k a n  Ho j i k a  Ho b e n a r  ( n i l a i  maksimum a t a s  

semua n i l a i  parameter d ibawah  Ho). 
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Definisi 2.1.5. (Bain E.) 

F u n g s i  Kuasa x ( 8 )  u j i  Ho a d a l a h  p r o b a b i l i t a s  penolakan  

Ho j i k a  n i l a i  keberiaran pa rame te r  a d a l a h  8. 

J a d i  u n t u k  hipotesis sede rhana  Ho ,8 = 80 v e r s u s  HI ,8 

= 01, d i p e r o l e h  x ( e 0 )  = P ( T 1 )  = a dan ~ ( 0 , )  = 1 - P ( T I 1 )  = 

1 - p. [Jnti-ik h i p o t e s i s  komposit ,  d ika takan  HO , 8 E 00 

v e r s u s  HI , 9 E 0 - Oo , ukuran  u j i  a d a l a h  w = maxx(8) . 
ese, 

Definisi 2.1.6. (E.J.Dudewich) 

Suatu f u n g s i  f , ( x )  d i k a t a k a n  s i m e t r i  d i  s e k i t a r  p 

j i k a  f , ( p  + x) = fx(p - x) untuk  semua x. 

Theorema 2.1.1. 

Diber ikan  XI, X2, ... ,X, sampel p o p u l a s i  dengan 

S 2  
n - 1  

f u n g s i  d i s t r i b u s i  lcumulatif F dan untuk  b = ___ n 

(Xi - q2 
dengan S2 a d a l a h  va r i ans i  sampel y a i t u  S2 = 2 

i-l n - 1 
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n - 1 
n m a k a  (1) E ( b )  = - P2 

Pi 
f i i ) V a r ( b )  = ( n  - 2 + a !k + (n - 1) (3 - n) - n3 nz 

d e n g a n  pi momen p u s a t  ke i d a r i  X .  

Bukti : V . K  R o h a t y i  h a 1 . 3 0 4  

Akibat 2.1.1. 

S e l a l u  b e r l a k u  : 

4 P4 3 - n  
E ( S 2 )  = ~2 dan V a r ( S 2 )  = - + 

4 n(n - 1) 

Bukti : Karena 

n - 1  
n 

n - 1  n - 1  
E(b) = E ( y S z )  = - n E(S2) = - @Z 

z e h i n g g a  E(Sz) = pLz 

Pi + ( n  - d(3 - n) 7 s e h i n g g a  
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2.2. Distribusi Student t 

Seperti diketahui bahwa bentuk fungsi distribusi 

student t dengan derajat bebas v adalah : 

Berikut ini akan kami berikan beberapa theorema yang 

berkaitan dengan distribusi student t di atas dan akan 

sering ditemui pada bab-bab berikutnya. 

Theorenra 2.2.1. 

Jika X1,Xz, ..., X, notasi sampel random N ( p , d )  maka : 

1. x dan suku-suku Xi- x , i = 1,2, ..., n independen. 
2. x dan S2 adalah independen. 

Bukti : Bain. E. ha1 272 W 
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Theorema 2.2.2. 

J i k a  Z " N ( 0 , l )  d a n  V N x 2 ( v ) ,  d a n  jika Z d a n  V 

2 
a d a l a h  T f =  J7-F i n d e p e n d e n  maka d i s t r i b u s i  

d i s t r i b u s i  s t u d e n t  t d e n g a n  d e r a j a t  bebas v .  

B u k t i  : B a i n  E.  h a l .  274 

Theorema 2.2.3. 

J i k a  X 1 , X d r  . . . I X n  sampel random d a r i  N ( ~ , D ~ )  maka : 

B u k t i  : 

K a r e n a  

D a r i  t h e o r e m a  2.2.1. didapat  : 

2 V =-+- 1) S 2 / d  - x (n-l) menggunakan Theorema 2 . 2 . 2  maka: 
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2.3. Notasi "0" Besar dan \'off Kecil. 

Di.berikan f dan g dua f u n g s i  dan asurnsikan bahwa 

y ( x )  > 0 un tuk  x yang cukup b e s a r .  Kita ka takan  bahwa 

f ( x )  a d a l a h  b e r o r d e r  l e b i h  b e s a r  d a r i  g ( x )  pada x -+ 00 

dan k i t a  t u l i s  f(x) = o ( g ( x ) )  untuk x -+ co j i k a  3 xo dan 

konstar i ta  C > 0 3 If {x)(< c y (x) Vx 2 XO. J a d i  f (x) = 

O [ g  (x) 3 b e r a r t i  bahwa If (x)1 / g  (x) t e r b a t a s  untuk  x b e s a r .  

K i t a  t u l i s  f (x) = O ( 1 )  untuk menyatakan f t e r b a t a s  untuk 

x b e s a r .  

Dan rnudah untuk  d i l l h a t  bahwa : 

( a ) . J i k a  fl(x) = O [ g 1 ( x ) ]  , fZ(x )  = O[gz(x)]maka fl(x) + 

fz ( X I  = "1 ( X I  + gz (XI 1 
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(b )  . J i k a  a > 0 ada lah  kons tan ta , f  (x) = O [ a g ( x ) ]  maka f (x) 

= OEg(x) l  

( c ) . J i k a  f l ( x )  = O [ g l ( x ) ]  dan f 2 ( x )  = O [ g 2 ( x ) ]  maka 

f l  ( X ) f 2  ( x )  = O [ g 1  (XI 92 ( x )  3 

Diber ikan f dan g ,  keduanya t e r d e f i n i s i  dan p o s i t i f  

u r i tuk  x besar-. Ki ta  katakan f(x) adalah b e r o r d e r  l e b i h  

k e c i l  da r ipada  g ( x )  untuk x hesa r ,  dan d i t u l i s  : 

f(x) 
x--)* g(x) f ( x )  = o [ g ( x ) ]  untuk x -+ co j i -ka L i m -  = 0 .  

Ki ta  t u l i s  f ( x ) =  o i l )  untuk menyatakan f ( x )  -+ o 

Bukti : 

f(d ( a )  Dike tahui  L i m  - = 0 
x-+m g(rr) 

Art inya untuk sebarang E > 0 3 K = K ( E ) >  0 3V x>K 

b e r a k i b a t  : 
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< E k a r e n a  f . g  p o s i t i f  f(X) 1~ - 01 < E sehingga 

yang t i d a k  l a i n  menyatakan f ( x )  = O [ g ( x ) ]  

contoh : f(x) adalah polinomial dalam x o r d e r  n 

dan g ( x )  adalah polinomial dalam x o rde r  m dengan 

n < m. 
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BAB I11 

KETEGARAN STATISTIK T 

PADA INFERESSI UNTUK MEAN 

SATU POPULASI 

3.1. Pendahuluan 

A n d a i k a n  d i b e r i k a n  sampel r a n d o m  Y1,Y2 . .. ,Y, 

b e r u k u r a n  n d a r i  s u a t u  p o p u l a s i  G d e n g a n  mean p y a n g  

t i d a k  d i k e t a l i u i .  S a t u  u j i  h i p o t e s i s  yaiig p e i i t i n g  Ho p = 

p~ ,me lawan  s a t u  d a r i  t i g a  kemungk inan  a l t e r n a t i f  y a i t u  : 

(b) . H I  :p > a t a u  

- 
y - P  P e r t a m a  d i b e r i k a n  : T = 1 

(s2 / n)Z 

dari 

. . . . . (3.1.1) 

. . . . (3.1.2) 

2 (Yi - q2 
b e r t u r u t - t u r u t  i=l 

. kYi 
d a n  5' = d e n g a n  Y = - 

n - 1  
i=l - 

n 

adalah mean sampel d a n  v a r i a n s i  sampel. P e m a k a i  biasa 
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m e n u n j u k  u j i  m e n g e n a i  p d i  a t a s  m e n g g u n a k a n  s t a t i s t i k  TC, 

y a n g  d i sebut  sebagai s t a t i s t i k  T s a t u  sampel. J i k a  

d i a s u m s i k a n  bahwa : 

A ( i )  Yi b e r d i s t r i b u s i  i n d e p e n d e n  

A ( i i )  G = 4D 

d i m a n a  4D f u n g s i  d i s t r i b u s i  k u m u l a t i f  n o r m a l  s t a n d a r ,  maka 

s u a t u  h a s i l  dalam teori s t a t i s t i k  y a n g  c u k u p  b a i k  d i b u a t  

oleh S t u d e n t  (1908)  bahwa T " t  (n -1 )  a d a l a h  d i s t r i b u s i  

s t u d e n t  t d e n g a n  d e r a j a t  k e b e b a s a n  ( n - 1 ) .  Dengan a s u m s i  

d i  a tas ,  d i p u n y a i  u j i  pada l e v e l  a : 

TT:  Un tuk  Ho:p=b v s  H1:p # b , t o l a k  Ho j i k a  I T d > t a / 2  . . . . . . 
. . . . (3.1.3) 

TU: U n t u k  H o : ~ = b  v s  H l : p  > p ~ ,  t o l a k  Ho j i k a  TC > t a .  ...... 
. - . . ( 3 . 1 . 4 )  

TL: Un tuk  Ho:p=~(o v s  H'1:p < b, t o l a k  Ho j i k a  TC <-ta  ..... 
. . . . (3.1.5) 

d e n g a n  t, : n o t a s i  b a g i a n  a t a s  100a t i t i k  p e r s e n t i l  da r i  

d i s t r i b u s i  t d e n g a n  dera ja t  bebas ( n - 1 ) .  

S i f a t - s i f a t  d i s t r i b u s i  T yang d i s a j i k a n  pada (3.1.1) 

jelas t e r g a n t u n g  pada a s u m s i  yang d i b e r i k a n  pada 
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A ( i )  dan A ( i i ) .  Akan t e t a p i  pemakai akan b e r t a n y a  apakah 

asumsi t e r s e b u t  d i j u m p a i  dan bagaimanakah pengaruh  d a r i  

pe langgaran  asunisi t e r s e b u t  pada d i s t r i b u s i  T .  

C i c c h i t e l l i  (1989)  menunjukkan p e r l u a s a n  s t u d 1  Monte 

Carlo untuk m e n y e l i d i k i  ke t ega ran  d a r i  s t a t i s t i k  T s a t u  

sampel denyan d i s t r i b u s i  p e p u l a s i  nonnermal.  Dia 

menggunakan d i s t r i b u s i  A yang t e l a h  d i k e n a l k a n  o l e h  

Ramberg (1979) s e b a g a i  d i s t r i b u s i  p o p u l a s i .  Ki ta  akan 

mencoba menykaji  kembali  h a s i l - h a s i l  C i c c h i t e l l i  t e r s e b u t  

dengan menggunakan e k s p a n s i  Edgeworth d a r i  s t a t i s t i k  T .  

Untuk i t u ,  a k a n  k i t a  p e r l u k a n  beberapa  d e f i n i s i  yang 

b e r k a i t a n  dengan e k s p a n s i  Edgerworth s e p e r t i  yang k i t a  

t u l i s  b e r i k u t  i n i  : 

Definisi 3.1.1. 

Untuk seba rang  v a r i a b e l  random Y dengan ElY14 < co 

P4 dan K U = 7 . Sk a d a l a h  
PZ 

P3 
d i d e f i n i s i k a n  S ,  = ~ % 

(P,) 

ukuran kemir ingan dan Ku a d a l a h  ukuran k u r t o s i s  d a r i  

d i s t r i b u s i .  pi , i  = 2 , 3 , 4  a d a l a h  Momen P u s a t  kedua, 

t i g a ,  empat d a r i  d i s t r i b u s i .  



21 

Definisi 3.1.2. 

Untuk sebarang distribusi G, jika s k  > (<) 0 kita 

tunjuk G mempunyai kemiringan positif (negatif) dan 

j i k a  K,, > ( < ) 3  kita tunjuk G mempunyai long (short) 

tailed. 

Definisi 3.1.3. 

P T ( ~ )  = P, (I TCI > ta/2) 

!?”(a) = P, (TC > t,) 

P , ( a )  = P, (TC < -ta) 

Dengan asumsi-asumsi A(i) dan A(ii), sesuai hasil 

student (1908) bahwa dibawah Ho, P T ( a )  = Pu(a) = PL(a) = a. 

3 . 2 .  Ekspansi Edgeworth dari Statistik T dan Hasil-hasil 

yang t e r k a i t  

Theorema 3.2.1 (Ha l l  1987) 

Asumsikan k 2 1, EIYIk+’ < 00 dan distribusi G 

nonsingular, maka 

FqJy) = PJTO 5 y) 
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Konvergen uniform dalam y I  Dimana Pi adalah polinomial 

berderajat (3i-1) yang tampak dalam ekspansi Edgeworth 

@ ( y )  dan 4 ( y )  masing-masing adalah fungsi distribusi 

kumulatif normal standar dan fungsi densitas normal 

standar. Koefesien Pi adalah fungsi-fungsi dari pl 0 ~ , p 3 ~  

. . . I pi+2 dimana p., mewakili momen central ke-j dari G. 

Untuk PI dan Pz didapat : 

pl (y )  = x S k ( 2 y 2  +1) 

dan 

1 
P 2 ( y ) =  -Y(,S:(Y2 + 3 ) ( Y 2  - 1) 

dengan s k  dari Ku masing-masing ukuran kemiringan dan 

kurtosis dari G. 

Terlihat bahwa : 
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. . . . (3.2.2) 

Dari (3.2.1) untuk k = 2 kita peroleh : 

1 _- 

. . . . (3.2.3) 1 n 2S, 
6(27c)5 

P r ( T o I  0 )  = - + + o(n-l) 

Dengan asumsi kefinitan momen ke-4 dan sifat 

dan E ( T )  nonsingularitas dari G kita akan mencari E ( T o )  

sebagai berikut : 

dengan mengingat d@(y) = -y@(y)dy, maka : 

. . . . . (3.2.4)  

Kita dapat lihat dari (3.2.1)-(3.2.4) bahwa selama 

ukuran sampel naik, apapun harga kemiringan populasi, Sk 

maka TO dan juga T menjadi l e b i h  simetri di sekitar nol. 
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I n i  bukan masalah yang l u a r  b i a sa ,  karena t e l a h  d ike tahu i  

d 
bahwa T-2 dimana 2 adalah v a r i a b e l  random normal 

s t anda r .  J a d i  u n t u k  ukuran sampel yang besa r  a tau  

kemiringan populasi  yany k e c i l  To dan juga T mendekati 

s i m e t r i  ciisekital- no i .  ilenyan cara  yany S a m  u n t u k  

mendapatkan E (Tc) k i t a  clapat. j i - jga memperoleh : 

3 2 
11 n 

. . . . ( 3 . 2 . 5 )  = 1 t - S; t - t o(n-l) 

Se h i r i g g a  : 

Var(T,j = E(Ti) - {E(Tij}’ 

Selanjutnya : 

. . . . (3 .2 .6 )  

- -  
1 n z  

z 2 - $ -  1 s, t 0b-l) . . . . ( 3 . 2 . 7 )  
qzn)? 
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. . . . . ( 3 . 2 . 8 )  

) 2 3 
= (1 - :XI+ ; s: t - n + o(n-1) 

2 3 1  
n n n  

= 1 t - s; + - - - t o l d )  

2 2 
n n 

= 1 + - S; + - t o(n-l) 

V X ~ T )  = E ( T ~ )  - (E(T))' 

2 7 

n 4 n  
= 1 t - t -s; t .(.-I) . . . . (3 .2 .9 )  

Se karang p e r h a t i  kan e kspansi d e r e t  t a y l o r  d a r i  F% (y) 

d i s e k i t a r  y = 0 d idapa t  d a r i  ( 3 . 2 . 1 )  y a i t u  : 
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1 _ -  
n 2  + . . . . (3.2.10)  

dan m e n g g u n a k a n  ( 3 . 2 . 2 )  k i t a  dapatkan : 

1 - -  

+. . .) 1 n z  Y 1 3 
2 6n 4n 
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1 

1 - -  

2n 6n 4n 
1 + - + - - -  1 n 2  'K2 Y ( F,(y) = - + - l S K + - - y  

a2N2 CZN 
2 

1 yzs, - -  + -7 n 2 -t- 4n-l) 

U n t u k  menemukan median d a r i  d i s t r i b u s i  T pecahkan 

1 
persamaan FT (y) = -. ? Suatu pende ka tan  s o l u s i  persamaan 

L 

i _- 
n 2  
6 

i n i  a d a l a h  y = - - S, sebab  : 

1 

d e n g a n  pengabaian  s u k u  o(n- ' )  maka : 

1 -- 
-n 

6 M e d i a n  d a r i  T = - S K  . . . . (3.2.11) 
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1 _- 
-n 

2 Mean d a r i  T = - S K  . . . . ( 3 . 2 . 1 2 )  

Sehingga t e r l i h a t  bahwa j i k a  d i s t r i b u s i  p o p u l a s i  m i r i n g  

1 _-  1 
* -  

-n -n 
2 6 

kekanan y a i t u  S k  > 0 maka - s,< - s,< 0 .  

Jacli d i s t r i b u s i  T m i r i n g  k e k i r i .  Seba l iknya  a d a l a h  benar  

untuk s k  < 0 .  H a s i . 1  t e r s e b u t  s e s u a i  dengan s t u d 1  awal  dan 

penemuan C i c c h i t e l l i  ( 1 9 8 9 )  . Sehingga k i t a  d a p a t  pu tuskan  

bahwa, j i k a  d i s t r i b u s i .  p o p u l a s i  s a n g a t  m i r i n g  dan ukuran 

sampel k e c i l  maka kerrdringan d i s t r i b u s i  T t i d a k  akan 

d i d e k a t i  dengan d i s t r i b u s i  s t u d e n t - t ,  k e c u a l i  t e l a h  

d i b u a t  s u a t u  k o r e k s i  kemir ingan s e p e r t i  yang d i l a k u k a n  

o l e h  Johnson ( 1 9 7 8 ) .  

Dengan pengabaian  suku o(n- ')  maka mean d a r i  T < 

median d a r i  T .: 0 dan v a r i a n s i  d a r i  T = 

2 7  2 
n 4n n 

1 + - + - S:( 2 1 + - v a r i a n s i  d a r i  s u a t u  v a r i a b e l  random 

yang mempunyai d i s t r i b u s i  s t u d e n t - t  dengan d e r a j  a t  bebas 

n - 1) .  J a d i  untuk  kemir ingan p o p u l a s i  G p o s i t i f  maka 

P,(a)< a ' d an  PL (a) > a s e p e r t i  yang d iama t1  o l e h  

C i c c h i t e l l i  (1989)  . 
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3.3. Modifikasi dari S t a t i s t i k  T (Johnson 1978) 

A n d a i k a n  d i b e r i k a n  Y1,Y2, ... ,Y, a d a l a h  sampel 

random d a r i  s u a t u  d i s t r i b u s i  G d e n g a n  mean p, v a r i a n s i  o2 

d a n  p31 ~ 4 1  . . . masing-mas ing  a d a l a h  momen c e n t r a l  k e t i g a ,  

keempat ,  ... d a r i  G. Untuk s e b a r a n g  v a r i a b e l  random Y 

d e n g a n  d i s t r i b u s i  G, b e n t u k  e k s p a n s i  C o r n i s h - F i s h e r  

d i b e r i k a n  s e b a g a i  b e r i k u t  : 

(3.3.1) 
P3 
6$ 

CF(Y) = JJ + 05 + - (5" - I)+. . .. . . . . . . 

d e n g a n  6 a d a l a h  v a r i a b e l  n o r m a l  s t a n d a r .  

G2 K a r e n a  Var(y) = - d a n  
n 

S e h i n g g a  : 

Dari e k s p a n s i  d i  a tas  dapat d i c a t a t  bahwa 

k e m i r i i i g a n  p o p u l a s i  p3 a d a l a h  k o e f i s i e n  d a r i  s u k u  (c2-1) 

d a n  tampak dalam s u k u - s u k u  l a i n  t e t a p i  d e n g a n  order y a n g  
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l e b i h  k e c i l .  Kunci dalam mendapatkan modifikasi v a r i a b e l  

T dalam pendekatan Johnson adalah mengeliminasi s u k u  

yang melibatkan p3 dalam v a r i a b e l  T pembangun yang 

d ibe r ikan  pada baqian bawah b e r i k u t  : 

Diberilcan v a r i a b e l  T pernbangun 

. . . ( 3 . 2 . 3 )  

A dalam TJ d i p i l i h  sehingga suku konstan dalam ekspansi 

Cornish-Fisher  d a r i  T J  berjumlah no1 sehingga b i a s  order  

yang l e b i h  rendah t e re l eminas i  y d i p i l i h  sehingga 

koefesien d a r i  s u k u  c2 dalam ekspansi Cornish-Fisher d a r i  

T J  adalah no1 (dengan demikian mengeliminasi panqaruh 

kemiringan o rde r  yang l e b i h  rendah) . Dapat di tunjukkan 

dan A = - '' sebagai  be r iku t  : P3 bahwa y = - 
30" ad 

P4 3 -  n 0" 

n n(n - 1) 
Karena :E(s2) = d d a n  var(S2) = - -t 

o4 2 2  )+L o4 - +  2+." 
n n  

P4 var(S2) = - + - n (-1 + 
n n 

- sehingga ekspans i  Cornish-Fisher  d a r i  Y dan S2, 

s u k u  l e b i h  t i n g g i  d iaba ikan  adalah 

s u k u -  

: 
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dengan 5 dan q adalah variabel random normal standar. 

Gantikan nilai. Y dan S2 dalam (3.2.3) dengan 

ekspansinya, maka dengan pengabaian suku 0 (n-l), ekspansi 

Cornish-Fisher dari T J  adalah : 

- 

55* 
AJ;; .yo P3 P4 - cr" 
0 J;; 6&03 2&d 

+ - - - - - -  

dengan 5 dan 5' variabel random normal standar yang 

independen. 
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- 
SZ 
n n 
- -  

. n o  

1 

s e  h i n g  g a : 
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i 1 

If ... P4 - o4 3 
42 ! no4 

- 
T u l i s  q = &+ 5* dengan p adalah kolerasi antara X 

dan S2 dan 5* adalah variabel random normal 

1 -- 
independen terhadap 5.p = p3fd(p4 - 04)f * sehingga : 

Dengan menyeleksi y dan h sehingga koefesien dari 5’ 

adalah no1 juga suku konstan berjumlah nol, ekspresi 

hasil akan mengurangi bias, didapat : 

f 
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7 0  + - = o  11.3 - -  
3&03 J;; 

P3 y = -  
3u4 

YJ;; P3 YO 
dan - - - - - 

u 6&03 J;; = O 

1 

P-3 P3 
dan (7 - j.~) + a 
T e r l i h a t  bahwa T J  yang d ibe r ikan  oleh ( 3 . 2 . 5 )  t i d a k  

dapat  d ih i tung  dengan H : 11. = p ~ ,  karena p3 dan o2 

biasanya t i dak  d ike tahu i .  Johnson menyarankan menygariti 

(Y, - q3 
pj dan o2 dengan e s t imas i  sampel g3 = dan 

1-1 n 

variansi sampel S 2 .  Ekspansi Cornish-Fisher masih (3.2.4) 
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U n t u k  c o n t o h  penggunaannya u j i  h i p o t e s i s  Ho : p = p~ 

melawan s a t u  d a r i  t i g a  a l t e r n a t i f  kemungkinan, maka 

dipunyai u j i  level u. sebagai  b e r i k u t  : 

TT : u n t u k  HO : g  = &I vs H1 : g f p o ,  

t(slak Ho j i k a  ITJd > t , /2  

TU : u n t u k  Fro : p = vs H1 : p i , 

t o l a k  Ho j i k a  T J H  > t, 

T1 : u n t u k  Ho : p = po vs HI : p < po, 

t o l a k  Ho j i k a  T J H  < -t, 

. . . . ( 3 . 2 . 6 )  

. . . . ( 3 . 2 . 7 )  

. . . . ( 3 . 2 . 8 )  

dan ta n o t a s i  bagian a t a s  100a t i t i k  p e r s e n t i l  d a r i  

d i s t r i b u s i  t dengan  d e r a j a t  bebas ( n - 1 ) .  
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BAB IV 

KETEGARAN STATISTIK t PADA 

INZZRENSI UNTUK MEAN DUA POPULASI 

INDEPENDEN 

4.1. Pendahuluan 

Andaikan diberikan : 

dengan ~ 1 3 .  adalah mean dari variabel random normal Xi - 
2 N(h,Gi) i = 1,2. Lebih lanjut diberikan dua sampel 

independen, katakanlah Xlj , j = 1,2, ... ,nl 
X z t  , t = 1,2, ... ,n2 

sering digunakan statistik 

(% - TI,) t =  . . . .(4.1.2) 

{C(Xij - - X,)z + C(X, - x2r} 
3 j dengan S2 = 

(n1 + nz - 2) 
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dan k - x =  , i = 1,2 
n i  

2 J i k a  q2 = 02 maka s t a t i s t i k  t - t ( n l  t n2 - 2 ) .  Dan 

d i p u n y a i  u j i  l e v e l  ct u n t u k  u j i  y a n g  d i b e r i k a n  o l e h  

( 4 . 1 . 2 ) .  T o l a k  Ho j i k a  t 2 t, , ta a d a l a h  b a g i a n  a t a s  100a 

t i t i k  p e r s e n t i l  d a r i  v a r i a b e l  t ( n l  t n2 - 2 ) .  

P o s t e n ,  Yeh dan Owen (1982)  m e m b e r i k a n  s u a t u  

k u a l i f i k a s i  d a r i  t i n g k a t  k e t e g a r a n  u j i  t d u a  sampel 

d i h a w a h  a s u m s i  v a r i a n s i  y a n g  sama. T i n g k a t  k e t e g a r a n  

d i i d e n t i f i k a s i  d e n g a n  m e n d a p a t k a n  d a e r a h  k e t e g a r a n  d a n  

h a s i l - h a s i l  d iba t a s i  u n t u k  u j i  d u a  s isi .  Lewa t  p r o s e d u r  

i n i ,  h a s i l  t e r s e b u t  m e m b e r i k a n  s u a t u  u k u r a n  y a n g  j e las  

d a r i  k e k u a t a n  k e t e g a r a n  u n t u k  v a r i a n s i  y a n g  h e t e r o g e n  

pada m a s a l a h  u k u r a n  sampel y a n g  sama a t a u  m e n d e k a t i  sama. 

Akan d i p e r l u a s  h a s i l - h a s i l  y a n g  d i d a p a t , u n t u k  u j i  t d u a  

sampel v e r s i  s a t u  s isi .  

Untuk  m e m b e r i k a n  i n f o r m a s i  k u a n t i t a t i f  k e t e g a r a n  

d a r i  u j i  t d e n g a n  k e h e t e r o g e n a n  v a r i a n s i ,  d i b u t u h k a n  t i g a  

d e f i n i s i  b e r i k u t .  
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Andai kan : 

dan . . .  

. (4.1.3) 

Definisi 4.1.1. 

Diberikan A = ( A  : A  > 0 )  

R ( E )  adalah daerah ketegaran pada l e v e l  01 j i k a  R ( E )  

c A 3 b' h E R ( E ) ,  b[W - CdVl 4 E .  

Definisi 4 -1.2. 

Union d a r i  semua daerah ketegaran pada l e v e l  01 

d i s e b u t  daerah  maksimal ketegaran pada l e v e l  ct dan 

d i b e r i  simbol & ( E ) .  

Definisi 4.1.3. 
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U j i  t adalah t e g a r  secara  t o t a l  pada l e v e l  a . 

j i k a  A = ( 2 ,  : A > 0 ] adalah daerah  ketegaran pada 

l e v e l  a.  

n a r i  c l e f in i s i  ( 4 . 1 . 2 )  dan ( 4 . 1 . 3 ) ,  daerah maksirnal 

ke tegaran  pada l e v e l  a adalah : 

R,(E) = ’ / k?J - a(l) 4 El} 

dengan a(A) = s P,(t) d t  
t, 

dimana F h ( t )  adalah d e n s i t a s  d a r i  t j i k a  HO benar .  

. . . * ( 4 . 3 . . 4 )  

4 . 2 .  Kemonotonan a(%) 

S i f a t  kernonotonan a(A)  penting dalam mengevaluasi 

a t a u  menghitung daerah maksimal ketegaran (4.1.4) . 

B e r i k u t  d ibe r ikan  teorema-teorema yang b e r k a i t a n  dengan 

s i f a t  t e r s e b u t .  

Theorema 4 . 2 . 1 .  

J i k a  a ( h ,  n l ,  n2) rnenyatakan t i n g k a t  kepercayaan ekor 

a t a s  u j i  t dua sampel dengan ukuran sampel nl dan n2 
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maka a ( A  : n l  , nz) = : n,, n1 . Maka u'ntuk .( 
membuktikan teorema i n i .  k i t a  i k u t i  u r a i a n  dibawah 

i n i  : 

Masalah p e r h i t u n g a n  t i n g k a t  k e t e g a r a n  dan 

dae rah  maksimal ke t egaran  d i d a s a r k a n  pada 

p e r h i t u n g a n  a(>,) dalam ( 4 . 1 . 3 )  dan (4.1.4) . Oar1 

Yeti  (1981) , p r o b a b i l i t a s  ini d a p a t  dinyatakark dalani 

suku-suku i n t e g r a l  d a r i  p r o b a b i l i t a s  pembobot 

s t u d e n t ,  hubungan i n i  a d a l a h  : 

dimana : 

N = nl i- n2 , adalah n i l a i  k r i t i s  d a r i  u j i  t s a t u  

s i s i .  

. . . ( 4 . 2 . 2 )  
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T* v a r i a b e l  t p u s a t  dengan derajat  kebebasan N - 2 

seh ingga  b u k t i  theorema 4 . 3 . 1  a d a l a h  s e b a g a i  b e r i k u t  

d a r i  ( 4 . 2 . 2 )  d i d a p a t :  

dengan I * - - - -  - 1 - n2 seh ingga  
r "1 

dan ka rena  

b ( l - x ; n 2 , n l )  = b ( x  ; nl, n2) 

ambil  y = 1-x maka : 
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4; ; n,, n,) = b(y; n2, nlk',(T* 2 m(h, y; n,, n,)ta)dy 

Akibat 1.2.1 

LJntuk nl = rl? = ri maka ~ ( 1 , )  = u 

Theorema 4 . 2  .2 . 

Untuk u k i i r a n  sampel sams, a,(X)  monoton  t u r u n  u n t u k  

AE ( 0 , l )  dan monot -on  na ik  u n t u k  h~ ( 1 , ~ ) .  

Bukti : 

Dari  ( 4 . 2 . 2 )  t e r l i h a t  

m a k a  : 

1 
1 
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(A  + r ) ( I  - x) - A + (1 - h)x { l + r  l + r  

d a r i  ( 4 . 2 . 2 )  

a ( A ;  nl, nz )  = b(x; n,, n,)P,(T* 2 m(h, x; n,, n2)t,)dx 
0 

m a k a  : 

l - a ( h ; n l ,  n z l ) =  1 b(x; n,, n,)P,(T' < m(h, x; n,, n,)t,)dx 
0 

dengan F (  ; f ) f u n g s i  d i s t r i b u s i  v a r i a b e l  t dengan 

derajat  kebebasan  f = N - 2. 

Seh ingga  : 

dm( h, x; 1111 I&, 
dx 

d h  
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dm(h, x; n,, n2) 
dx 

d h  

dengan f( . . ,f) a d a l a h  f u n g s i  d e n s i t a s  v a r i a b e l  t 

dengan dera ja t  bebas f, s e h i n g g a :  

--da(h; n,, n,) = C*t,A(h) 
dh  

dengan : 

(nl-3) (.I-3) 

h*(x) = x (1 - x ) T  dan  

A(h) = 1 b’(x){l + m2(h, x; n,, n 2 ) t i  / f)-(ft1i’2 

0 
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j a d i  tanda d a r i  dcr.(3i;nl,n2) adalah negat i f  tanda d a r i  

A(3L).  U n t u k  rnenentukan t a n d a  s u k u  a k h i r ,  t u l i s  

d o n g a n  

A m b i l  n2 = n2 = n 

A m b i l  x = 1 - y dalam i n t e g r a l  kedua 

Karena : 
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A + (1 - AI(1  - XI 

h + (1 - w x  V(h, x) = 

A ( h )  p o s i t i f  j i k a  u ( A , x )  dan v (A ,x )  keduanya l e b i h  

d a r i  s a t u  untuk semua x E 0,- dan A ( A )  n e g a t i f  j i k a  ( 9 
keduanya kurang d a r i  s a t u  untuk  semua x E 0,- . ( 3 
Dari semua lemma (4.2.1) d a n  semua lemma (4.2.2) 

d i b a w a h  i n i ,  j i k a  h E ( O , l ) , u ( A , x )  dan v(A,x)  m e l e b i h i  

s a t u  untuk s e t i a p  x E 0,- dan j i k a  l. E (1,a) kedua ( 3 
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f u n g s i  t e r s e b u t  k u r a n g  d a r i  s a t u  u n t u k  s e t i a p  A E ( 0 , l )  

dan n e g a t i f  untuk s e t i a p  A E ( 1 , a ) m .  

Lemma 4 . 2 . 1 .  

C i b e r i k a n  v ( A , x ) ,  niaka u n t u k  s e t - i a p  h E ( 0 , l )  , v (h , : c )  

l e b i h  besa r  d a r i  s a t u  u n t u k  s e t i a p  x E (0, i) dan 

u n t u k  setiap2, E ( l , cOj ,v(A,x)  l e h i h  k e c i l  d a r i  s a t u  

u n t u k  s e t i a p  x E 0,- . ( 3 

untuk  1 - h ;, 0 a t a u  A <: 1. E u k t i  u n t u k  yang l e b i h  

k e c i l  d a r i  s a t u  langkahnya sama dengan yang d i a t - a s a .  

Lemma 4 . 2 ; 2 .  
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Diberikan u(h,x), maka Vx €(O,l), u(h,x) > 1 , t/x E 

. dan V h  E ( l , ~ ) ,  u(h,x) < 1 , 'dx E 

u ( ~ ,  x) > 1 e m2(h,1 - x; n,, n,) > rn2(h, x; n,, n,) 
h + (l- h) (l- x) > h +  (l. - h)x 
(l- h) (l- 2x) > 0 

Karena Vx E (0, :) 1-2x > 0 sehingga u(h,x) > 1 

untuk 1 - h > 0 atau h < 1. 

Jadi untuk setiap x E (0,l) maka A(&) positif dan 

da 
d h  

akibatnya - negatif sehingga turun. Untuk setiap h 

da 
dh 

E (1-a>) maka A ( h )  negatif dan akibatnya - positif 

sehingga a naik a. 

Theorema 4.2.3.  
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Untuk ukuran sampel sama, daerah maksimal ketegaran 

tingkat E, b ( ~ )  mempunyai bentuk [c, dimana c < 1 

yang didefinisikan dari a(c) - a(1)  = E. 

B u k t i  : 

Mengikuti langsung dari theorema(4.2.2)dan definisi 

(4.1.1) dan (4.1.2) a. 

4 . 3 .  D a e r a h  Ketegaran 

Ukuran sampel yang dipakai dalam studi ini (untuk nl 

f na) adalah nl < n2 dengan tingkat kepercayaan nominal 
--“*y#-,, 

a ( h )  yang merupakan fungsi monoton naik dalam h pada h E 

Daerah Maksimal ketegaran akan diberikan untuk 

ukuran sampel yang sama ataupun tak sama. Akan tetapi, 

pertama kita akan pertimbangkan kemungkinan nilai-nilai E 

yang cukup kecil sehingga uji t satu sisi akan tegar 

secara total. 

t 
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U n t u k  ukuran sampel sama ( n l  = n2 = n )  dengan s i f a t  

kemonotonan d a r i  a ( A )  berak iba t  bahwa untuk serniia n i l a i  

ciari E yang melebihi  a t a u  sama dengan l a ( 0 ) -  a ( 1 )  I maka 

u j i  t akan t e g a r  s e c a r a  t o t a l  pada l e v e l  E.  

LeGih  lanjut. p e r l u  untuk menghitung a ( 0 )  guna 

mengident i f ikas i  n i l a i  t e r k e c i l  d a r i  E, u n t u k  mana u j i  

akan t ega r  s e c a r a  t o t a l .  Sedang untuk ukuran sampel t i d a k  

sama p e r l u  j u g a  untuk menghitung la(co)- a(1)  I dan p i l i h  

n i l a i  t e r b e s a r  d a r i  keduanya sebagai  n i l a i  t e r k e c i l  d a r i  

E u n t u k  mana u j i  akan t e g a r  s e c a r a  t o t a l .  

Tabel ( 4 . 3 . 1 )  t e r s e d i a  ukuran sampel nl = n2 = n , a  = 

0 , 0 5  dan a = 0,Ol n i l a i - n i l a i  minimal E untuk mana u j i  t 

s a t u  sisi t e g a r  s e c a r a  t o t a l .  Dari t a b e l  4 . 3 . 1  t e r l i h a t  

dengan j e l a s  bahwa u n t u k  ukuran sampel n = 1 5  dan a = 

0 , 0 5 ,  u j i  t t e g a r  s e c a r a  t o t a l  pada l e v e l  0 , 0 0 5 5 ,  Bahwa 

tak  ada masalah seberapa besa r  perbedaan oI2 dan 0 2 ~  . 
Kebenaran t i n g k a t  kepercayaan ada lah  sampai 0 ,0055 d a r i  

l e v e l  yang d i ing inkan  sebesa r  0 , 0 5 .  Lebih  l a n j u t  s e l i s i h  

d a r i  ct d i s i n i  t e r j a d i  hanya j i k a  o12 sangat  berbeda d a r i  

022 . Untuk n i l a i  n yang l e b i h  besar ,  n i l a i  E minimum yang 
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menghasilkan t e g a r  s eca ra  t o t a l  akan l e b i h  k e c i l .  Tabel 

4.3.1 i n i  j u g a  dapa t  digunakan u n t u k  rnenentukan d e r a j a t  

u j i  t s a t u  s i s i  ( dengan ukuran sampel sama dibawah 

pengabaian asumsi kehomogenan v a r i a n s i )  . 
Llntuk ukuran sampel t i d a k  sama, n i l a i  t e r k e c i l  d a r i  

E y a n g  memberikan ketegaran secara  total untuk u j i  t s a t u  

s is i ,  d i t en tukan  dengan eva luas i  a(1)  - a ( O )  d a n  a(@) - (1) 

dimana n i l a i  E adalah n i l a i  t e rbosa r  d i a n t a r a  keduanya. 

Adapun n i l a i - n i l a i  d a r i  a ( 0 )  dan a(a) d ibe r ikan  dalam 

t a b e l  4 . 3 . 2  untuk ukuran sampel yang t i dak  sama, t e t a p i  

u n t u k  ukuran sampel yang sama juga d ibe r ikan  sebagai  

pernbanding. 

Karena t inglcat kepercayaan nominal a(1)  d i k e t a h u i  

maka n i l a i  E untuk mana u j i  akan t e g a r  s eca ra  t o t a l  s l a p  

d i d a p a t  d a r i  t a b e l  ( 4 . 3 . 2 ) .  

Selanju tnya  daerah rnaksimal ketegaran d ibe r ikan  

didalam t a b e l  ( 4 . 3 . 3 )  dan ( 4 . 3 . 4 )  masing-masing untuk 

a ( 1 )  = 0,05 , E = 0 , 0 0 5  , 0 , 0 3  , 0 , O Z  dan a(1)  = 0 , O l  , E 

= 0 , 0 2  , 0 , O l  , 0,005 pada beberapa n i l a i  nl dan n2. 
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4 .4 .  Prosedur perhitungan 

D a l a m  m a s a l a h  p e r . h i t u n g a n  t i n g k a t  k e t e g a r a n  d a n  

d a e r a h  m a k s i m a l  k e t e g a r a n  seperti  y a n g  d i t u l i s  pada 

h a g i a n  a w a l ,  d i d a s a r k a n  pada p e r h i t u n g a n  a ( h )  dalam 

( 4 . 2 . 1 )  y a i t u  : 

d i m a n a  u n t u k  s e t i a p  n i l a i  t e r t e n t u  d a r i  x, p robab i l i t a s  

T* dapat d i h i t u n g  d e n g a n  menggunakan  hubungan a n t a r a  

v a r i a b e l  s t u d e n t  t d e n g a n  beta u n t u k  n i l a i  t y a n g  

p o s i t i f .  

< t) = - +  
2 0  

IN-;+? + 

1 = - +  
2 
I" - 2' + ] J C - 5  [I+ 

X2 )-[?I 
dx --I N - 2  

d i m a n a  s u k u  dalam i n t e g r a l  pada p e r s a m a a n  t e r a k h i r  dapat 

1 N-4 

d i t u l i s  d e n g a n  : 1: s-;(l - s)2ds 
2 0  
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n 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

d i m a n a  

(31 =0.05 a= 0.01 a= 0.05 a= 0,Ol 
& E & E n 

,0333 .0222 IS .0055 .003 6 
,0236 .0158 20 .ow1 ,0026 

,0148 ,0098 30 .0027 ,0017 
.0125 ,0082 40 .0020 .0013 

,0094 .0062 100 .0008 .0005 

.0182 .0121 25 .0032 .002 1 

.0108 ,007 1 50 .0016 .0010 

.0085 ,005 5 a 0  0 

9 

X L  

I’J - 2 + X’ m e n g g u n a k a n  s u b s i t u s i  = s  

s e h i  ng g a : 

Tabel 4.3 .1  ( Diambil  d a r i  C o m m u n . S t a t i s t . - T h e o r y  

M e t h . ,  2 1  ( 8 ) ,  2 1 6 9 - 2 1 8 4 ) .  
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Tabel 4 . 3 . 2 (  Diambil dari Commun.Statist.-Theory 

M e t h .  , 2 1 ( 8 )  ,2169-2184) .  

Nilai dari a(0) dan a(.o) jika a0(1)=0.05 

I Ukcuran sampel sama 

nl n2 a(0) a( 03) 
5 5 ,0682.0682 
10 10.0585 ,0585 
15 15.0555 .0555 
20 20.0541 ,0541 
25 25.0532.0532 
30 30.0527 ,0527 
40 40.0520.0520 
50 50.0516.0516 

I Ukuran sampel berbeda I 

9 11 .0414.0788 

18 22 ,0379,0734 

27 33.0367 .0717 
36 44.0362 ,0708 

ukuran san1pel 
berbeda 20% 

nl n2 a(0) a(.o) 

8 12 .0276 .lo27 
12 18.0276 .0980 
16 24.0247 .0958 
20 30.0242 .0945 
24 36.0233 ,0926 
32 48.0233 .0926 
40 60.0231 ,0920 

Nilai dari a(0j dan a(a) jika a(1)=0.01 

I 
nl nz a(0j a(aj 
5 5 .0221 .0221 
10 10.0155 ,0155 
15 15.0136 .0136 
20 20.0126 .0126 
25 25.0121 .0121 
30 30.01 17 ,0117 
4040.0113 .0113 
5050.0110 .0110 

nl nz a(0) a(a) 

1822 ,0068 ,0214 

27 33,0062 ,0201 
36 44.0059 .0195 
45 55.0057 ,0191 

nl n2 a(0) a(a) 

8 12 ,0046 .0395 
1218 ,0037 .0356 
1624 ,0033 ,0338 
2030 ,0031 ,0327 
2436 ,0029 ,0321 
3248 ,0027 ,0312 
4060 ,0026 .0307 
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Tabel 4 . 3 . 2 (  Diambil dari Commun.Statist.-Theory 

Meth., 21 ( 8 ) ,  2169-2184) . 

Nilai dari 40) dan ct(a)jika a(1)=0.05 

Ukuran sampel sama 

nl n2 4 0 )  a(a) 
5 5 .0682.0682 
10 10.0585.0585 
15 15.0555.0555 
20 20.0541 .0541 
25 25.0532.0532 
30 30.0527.0527 
40 40.0520.0520 
50 50.0516.0516 

9 11  .0414.0788 

18 22 .0379.0734 

27 33.0367 .0717 
36 44.0362 .0708 
4555.0358 .0703 __ 

ukuran sampel 
berbeda 20% 

nl n2 NO) Ma) 
8 12 .0276 .I027 
12 18.0276 .0980 
16 24.0247 .0958 
20 30.0242 .0945 
24 36.0233 .0926 
32 48.0233 .0926 
40 60.0231 .0920 

Nilai dari NO) dan u.(a)jika a(l)=O.Ol 

I Ukuran sampel sama 

nl n2 a(0) a(a) 
5 5 .0221 .0221 
10 10.0155 .0155 
15 15.0136 .0136 
20 20.0126 .0126 
25 25.0121 .0121 
3030.0117 .0117 
40 40.01 13 .0113 
50 50.01 10 .0110 

I Ukurans*Pelbe*eda 1 0% 
nl n2 NO) a(a) 

1822 .0068 .0214 

27 33.0062 .0201 
36 44.0059 .0195 
45 55.0057 .0191 

Ukuran sampel 
berbeda 20% 

nl n2 ~ ( 0 )  a(a) 

8 12 .0046 .0395 
1218 .0037 .0356 
1624 .0033 .0338 
2030 .0031 .0327 
24 36 .0029 .0321 
3248 .0027 .0312 
4060 .0026 .0307 
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nl n2 hrange 
5 5 0-a ,  
10 10 0-a ,  
I5 15 0 - a ,  
20 20 0-00 
25 25 0 - c o  
30 30. 0-00 
40 40 0-co 
50 50 0 - a ~  _-_--_--_______. 

Tabel 4 . 3 . 3 (  Diambil dari Commun.Statist.-Theory 

Meth.,21(8) ,2169-2184). 

Daerah maksimal ketegaran pada tingkat E 

------ untuk uji-t satu ski (tingkat kepercayaan nominal i a(l)=O,Ol) 
E = 0.05 

Ukuran sampel sama 

nl n2 
5 5  
10 10 
15 15 
20 20 
25 25 
30 30 
4 0 4 0  
50 50 

E = 0,03 

-m 
0 - a ,  
0 - a ,  
0-a, 
0-00 
0-a ,  
0-CO 
0-03 
0-a ,  

nl n2 hrange 
5 5 0-CO 
10 10 0-a ,  
15 15 0-00 
20 20 0 - a ,  
25 25 0 - a ,  
30 30 0-co  
40 40 0-00 
50 50 0-a ,  

E = 0,02 

Ukuran sampel berbeda 
10% 

nl n2 hrange 

9 11  0-a, 

18 22 0 - c o  

27 33 0-00 
36 44 0-00 
45 55 0-a ,  

9 11  0-a ,  

18 22 0-a ,  

27 33 0-co 
36 44 0-03 
45 55 0-a, 

9 1 1  0-8.481 

18 22 0- 17.169 

27 33 0-31.483 
36 44 0-59.817 
45 55 0- 142.976 

8 12 0-60.333 

16 24 0 - a ,  
20 30 0-00 
24 36 0-00 
32 48 0-CQ 
40 60 0-a,  

nl n2 hrange 

8 12 0-5.160 
12 18 0-5.732 
16 24 0-6.121 
20 30 0-6.403 
24 36 0-6.616 
32 48 0-6.692 
40 60 0-7.119 

8 12 .089-2.923 
12 18 .135-3.030 
16 24 .153-3.095 
20 30 .164-3.137 
24 36 .170-3.168 
32 48 ,178-3.209 
40 60 .183-3.234 

1 -? 

1 MI1 IK P E A f U S T A K A A h  
I 

I 

e c. >I. 1 I 
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Dari uraian didepan , maka dapat diambil beberapa 

kesimpulan sebagai berikut: 

Ba liwa k eini r i ii g a ii ineinpe iig a r u h i 

kemiringan distribusi T (2.1.1) pada inferensi. untuk mean 

satu populasi, yaitu jika distribusi populasi mempunyai 

di s t rib u s i popu 1 as i 

kemiringan kekanan dalam ha1 ini Sr >O maka Mean dari T=- 

(ii-l/’/2) Sk < Mediaii dari T=- (11-ll2/6) s k < o  sehiiigga 

distribusi T miring kekiri dan Pu (a) <a serta 

P,(a)>a.Sebaliknya untuk distribusi populasi mempunyai 

kemiringan kekiri dalam ha1 iiii Sk<O maka Mean dari 

T=- (n-l”/Z) Sk >Median dari T=- (n-l”/6) s k > o  sehingga 

distribusi T miring kekanan.Jadi untuk kasus dimana 

distribusi populasi miring ditambah dengan ukuran sampel 

yaiig keci1,raaka distribusi T(Z.l.1) ini tak akaii didekati 

dengan distribusi student-t kecuali telah dilakukan 

koreksi kemiringan seperti yang telah dilakukan Johnson 

yaitu mengganti statistik T ( Z . l . 1 )  dengan statistik 

T J H  (2.2.9). Sedaiigkaii uiituk mean dua populasi 
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i n d e p e n d e n  v e r s i  s a t u  sisi d e n g a n  n1==n2=n ,menggunakan  

s i f a t  kemono tonan  a ( h )  b e r a k i b a t  bahwa u n t u k  semua 

n i l a i  E y a n g  m e l e b i h i  a t a u  sama d e n g a n  a(0)-a(1) 

maka u j i  t ( 3 . 1 . 2 )  a k a n  t e g a r  secara t o t a l  pada l e v e l  E. 

B e r d a s a r k a n  h a s i l - h a s i l  y a n g  d i b a h a s  pada b a g i a n  

awal maka  dapat p u l a  d i p e r l u a s  k e m a s a l a h  y a n g  m a s i h  

b e r k a i t a n  d e n g a n  u j i  h ipo te s i s  seperti  k e m a s a l a h  i n t e r v a l  

k o n f i d e n s i  y a i t u  b e n t u k  i n t e r v a l  k o n f i d e n s i  u n t u k  

m o d i f i k a s i  s t a t i s t i k  T d a n  u j i  h i p o t e s i s  u n t u k  i n f e r e n s i  

mean l e b i h  d a r i  d u a  p o p u l a s i .  
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E A B I  

PENDAHULUAN 

1.1. L a t a r  B e l a k a n g  Masalah 

Statistik t seringkali dipakai dalam membuat 

inferensi mean satu populasi dan inferensi untuk mean dua 

populasi Independen. Dalam tulisan ini akan difokuskan 

pada dua topik tersebut, khususnya yang menyangkut 

permasalahan ketegaran dari statistik t. 

Dalam inferensi untuk mean satu populasi, diambil 

sampel Yi , i = 1 , 2 ,  . . . n dan dihitung Y, S 2 .  Dengan 

asumsi populasi berdistribusi normal maka dapat diperoleh 

statistik T untuk inferensi mean satu populasi, yaitu : 

. . . . . . . (1.1.1) 

untuk n kecil T akan berdistribusi t dengan derajat bebas 

n - 1, sedang untuk n besar T akan mendekati distribusi 

normal standar. 

Pada prakteknya, pemakai sering kesulitan menentukan 

berapa besar n hingga metode ini dapat digunakan atau 
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bagaimana seandainya popu las i  t i d a k  b e r d i s t r i b u s i  normal, 

apakah metode i n i  masih dapa t  juga digunakan. 

Sedang pada i n f e r e n s i  untuk mean dua populas i  

independen, d i ambi l  sampel X l j  , j = 1,2, . . . , n ~  dan XZI 

f -  l. = 1 , 2 , .  . . , n2 kemudian h i t u n g  Zl, Xz, S’ .  Dengan asumsi 

d i s t r i b u s i  kedua popu las i  normal dan v a r i a n s i  keduarlya 

sama maka d a p a t  d i p e r o l e h  s t a t i s t i k  t u n t u k  i n f e r e n s i  

mean dua popu las i  independen,ya i tu  : 

. . . . ( 1 . 1 . 2 )  

Sama halnya s e p e r t i  pada i n f e r e n s i  u n t u k  mean s a t u  

popu las i ,  bagaimana seandainya assumsi kehomogenan 

v a r i a n s i  d i l a n g g a r  apakah metode ini masih dapa t  

digunakan. Masalah s e p e r t i  i n i  dengan ol2 dan 02’ t i d a k  

d i k e t a h u i  (oI2 f oZ2 )disebut sebagai  masalah Behren- 

F i she r .  Meskipun u n t u k  masalah t e r s e b u t  t e l a h  ada ca ra  

pemecahannya, s e p e r t i  yang d i b e r i  kan o l e h  Neyman- 

B a r t l e t t ,  Scheffe’ ataupun HSU, namun ke t iga  c a r a  d i a t a s  

masih memiliki kekurangan, terutama u n t u k  nl f n2 y a i t u  

adanya sampel yang harus  d iaba ikan ,  h a s i l  yang masih 
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tergantung pada uru tan  pengambilan sampel a t a u  t i d a k  

adanya jaminan u j i  mempunyai t i n g k a t  kepercayaan pada a 

yang k i t a  ing inkan .  Oleh karena i t u  p e n t i n g l a h  bag1 

pemakai u n t u k  mel iha t  sampel, s e j auh  mana perbedaan oI2 dan 

az2 yang masih b i s a  d i t o l e l i r  sehingga metode d i a t a s  masih 

dapa t  digunakan. 

Permasalahan-permasalahan s e p e r t i  d i a t a s  dimana 

heherapa asumsi d i l angga r ,  didalam s t a t i s t i k  d i k e n a l  

sebagai  permasalahan ketegaran (robustness) d a r i  sua tu  

s t a t i s t i k  ( e s t i m a t o r )  a t a u  sua tu  prosedur  s t a t i s t i k .  

Menurut Hubber (1981)  ketegaran ada lah  k e t i d a k s e n s i t i f a n  

terhadap s e d i  k i t  penyimpqngan d a r i  asumsi.  Suatu 

s t a t i s t i k  a t a u  prosedur  s t a t i s t i k  d ika takan  t e g a r  a p a b i l a  

i a  dapa t  beke r j a  dengari ba ik ,  mempunyai b i a s  dan va r i a r i s i  

rendah dalam s e y a l a  macam d i s t r i b u s i .  

S t u d i  t en t ang  ketegaran s t a t i s t i k  t t e l a h  banyak 

clilakukan, a n t a r a  l a i n  o l eh  C i c c h i t e l l i  (1989)  yang 

menunjuk s u a t u  sua tu  s t u d i  Monte Car lo  u n t u k  m e n e l l t i  

pengaruh u j i  i n f e r e n s i  mean s a t u  popu las i ,  dengan 

s t a t i s t i k  T d i a t a s  pada popu las i  nonnormal. Dia 

memperlihatkan bahwa Iremir ingan yang ada dalam populas i  
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kemiringaan statistik T menggunakan ekspansi Cornish- 

Fisher. Sedangkan Posten, Yeh dan Gwen (1982) meneliti 

ketegaran uji t dua populasi versi' dua sisi untuk kasus 

penyimpangan pada homogenitas variansi kedua populasi. 

Dalam tulisan ini nantinya akan dibahas hasil-hasil yang 

telah didapat Cicchitelli(l989) diatas menggunakan 

ekspansi Edgeworth, kemudian juga melihat penampilan 

modifikasi statistik T dari Johnson (1978) untuk 

dibandingkan dengan penampilan statistik T itu sendiri. 

Pada uji t dua populasi, lcita akan mengembangkan hasil- 

hasil yang didapat oleh Posten, Yeh dan Owen (1982) untuk 

versi uji t satu sisi. 

Tulisan ini diharapkan akan dapat memberi sumbangan 

yang berharga dibidang statistika inferensial. Selain itu 

diharapkan pemhaca dapat menggunakan atau mengamhil 

manfaat dari. apa yang bisa diserap dalam tulisan ini. 

1.2. Pervmusan Masalah 
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Berdasarkan latar belakang dan ruang lingkup 

masalah, masalah dalam tulisan ini dapat dirumuskan 

sehagai herikut : 

1. Mempelajari pengaruh kemiringan populasi terhadap 

statistik T(l.l.1). 

2.Mempelajari cara mempesoleh modifikasi statistik T, 

yang dapat mengurangi pengaruh kemiringan yang dibawa 

oleh populasi terhadap statistik T (1.1.1). 

3. Melihat nilai keheterogenan variansi yang masih dapat 

ditolelir sehingga metode dengan menggunakan statistik 

t(l.l.2) versi satu sisi masih herlaku. 

1.3. Tinjauan Pustaka 

Kekonservatifan uji T dipelajari oleh Gross (1976) 

dan Tukey & Mc. Laughlin (1963) .Benjamini (1983) 

menunjukkan kekonservatifan uji T untuk distribusi 

populasi long tailed menggunakan arguinen geometrik, 

selanjutnya pendekatan geometris diambil oleh Hotelling 

(1961) dan Efron (1969) .Yuen & Murthy (1974)mempelajari . 

masalah spesifik pengamatan gambar dari distribusi 



Studen t - t ,mereka  menabelkan t i t i k - t i t i k  t e r t e n t u  d a r i  

d i s t r i b u s i .  

Posten,  Y e h  dan Owen (1932)  t e l a h  memberikan s u a t u  

k u a n t i f i k a s i  d a r i  t i n g k a t  ke t ega ran  pacla u j i  t dua sampel 

dihawah asumsi v a r i a n s i  yang S a m .  T i n g  ka t  ke tegaran  

d i i d e n t i f i k a s i  dengan mendapatkan dae rah  ke tega ran  dan 

h a s i l - h a s i l  hanya d i b a t a s i  untuk u j i  dua sisi. 
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BAB I1 
DESKRIPSI TEORITIS 

2.1. Pengertian Dasar 

U j i  H ipo te s i s  a d a l a h  s u a t u  proses d a r i  p e r c o b a a n  

u n t u k  memutuskan  k e b e n a r a n  a t a u  k e s a l a h a n  p e n d u g a a n  y a n g  

d i d a s a r k a n  pada p e n g a m a t a n  sampel . 
A n d a i k a n  d i b e r i k a n  XI, X2, . . . ,Xn sampel random 

d a r i  s u a t u  p o p u l a s i  berd is t r ibus i  Fe , 8 E 0, d i m a n a  

b e n t u k  Fe d i k e t a h u i  k e c u a l i  u n t u k  parameter 8 .  Dengan 

p e n g a s u m s i a n  seperti  i n i ,  b e r i k u t  a k a n  kami b e r i k a n  

beberapa d e f i n i s i  serta teorerna y a n g  b e r k a i t a n  de i igan  

k o n s e p  u j i  h i p o t e s i s .  

Definisi 2.1.1. (V.K Rohatgi)’ 

S u a t u  h i p o t e s a  p a r a m e t r i k  a d a l a h  p e r n y a t a a n  t e n t a n g  

parameter 8 y a n g  t i d a k  d i k e t a h u i .  Ho ,8 E 00 c 0 

d i s e b u t  s e b a g a i  h i p o t e s a  n u l l  s e d a n g  p e r n y a t a a n  HI , e  

E @I= 0 - Oo d i s e b u t  sebagai h i p o t e s a  a l t e r n a t i f .  

Definisi 2.1.2. (V.K. Rohatgi) 
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Jika Oo (0,) hanya berisi satu anggota, 00 (01) disebut 

sederhana, sebaliknya jika berisi lebih dari satu 

anggota disebut komposit. Jadi jika suatu hipotesis 

sederhana, maka distribusi probabilitas X menjadi 

tertentu di bawah hipotesis. 

Def in i s i  2 . 1 . 3 .  (Bain E . )  

Daerah kritis untuk suatu uji hipotesis adalah subset 

dari ruang sampel yang bersesuaian dengan penolakan 

hipotesa null. 

D e f i n i s i  2 . 1 . 4 .  ( B a n  E) 

Untuk hipotesa null sederhana, Ho maka probabilitas 

penolakan kebenaran Ho yaitu a = P ( T 1 )  disebut 

sehagai tingkat kepercayaan dari uji. Untuk hipotesa 

null komposit, HO maka ukuran uj.i (atau ukuran daerah 

kritis) adalah nilai maksimum probabilitas dari 

penolakan Ho jilca Ho benar (nilai maksimum atas semua 

nilai parameter di bawah Ho). 

Definis i  2 . 1 . 5 .  (Ban E . )  

- 
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Fungsi  Kuasa x(0) d a r i  u j i  Ho ada lah  p s o b a b i l i t a s  

penolakan  Ho j i k a  n i l a i  kebenaran d a r i  pa rame te r  

a d a l a h  8. 

J a d i  un tuk  h i p o t e s i s  sederhana  Ho , 8 = % versus H1,8 

= 81, k i t a  punya ~ ( 8 , )  = P ( T 1 )  = a dan n ( & )  = 1 - P ( T I 1 )  = 

1 - p. Untuk h i p o t e s i s  komposit, d i k a t a k a n  Ho , 8 E 00 

v e r s u s  HI , 8 E 0 - 00 ukuran d a r i  u j i  ada lah  a = rnaxxo  
~ € 9 ~  

Definisi 2.1.6. (E.J.Dudewich) 

Sua tu  f u n g s i  f,(x) d i k a t a k a n  s i m e t r i  d i s e k i t a r  p j i k a  

fx(p + x) = f x ( p  - x) u n t h k  semua x. 

Theorema 2.1.1. 

Diber ikan  XI, 'Xz, . . . ,X, sampel d a r i  p o p u l a s i  dengan 
n - 1  

n 
f u n g s i  d i s t r i b u s i  kumulat i f  F dan u n t u k  b = ~ S2 

(x, - xy 
dimana S2 adalah v a r i a n s i  sampel ya i t .u  5' = 2 

I-1 n - 1 
n - 1  

n maka (i) E ( b )  = - PZ 

P.L; ( i i ) V a r ( b )  = ( n  - 2 + )o 9 + (n - l) (3 - 1-0 - 
n3 

dengan jLi momen p u s a t  ke i d a r i  X .  

Akibat 2.1.1. 
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3 - n  4 P'l 
4 n(n - 1) 

E ( S 2 )  = p2 daii V a r  (S2) = - + 

2.2. Distribusi Student t 

Seper t i  k i t a  k e t a h u i  bahwa b e n t u k  f u n g s i  d i s t r i b u s i  

d a r i  s t u d e n t  t d e n g a n  dera ja t  bebas v a d a l a h  : 

B e r i k u t  i n i  a k a n  kami  b e r i k a n  beberapa teorema y a n g  

b e r k a i t a n  d e n g a n  d i s t r i b u s i  s t u d e n t  t d i  a t a s  d a n  a k a n  

s e r i n g  k i t a  t e m u i  pada bab-bab b e r i k u t n y a .  

Teorerna 2.2.1. 

J i k a  X1,Xz, ..., X, n o t a s i  sampel r a n d o m  N ( p , d )  m a k a  : 

- 
1. x d a n  s u k u - s u k u  Xi - X , i = 1,2, . . . , n  i n d e p e n d e n .  

2 .  x dan 5' adalah i n d e p e n d e n .  

Teorema 2.2.2.  
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J i k a  Z-N(O,l) d a n  V - X ~ ( V ) ~  d a n  j i k a  Z d a n  V i n d e p e n d e n  

maka d i s t r i b u s i  
2 

a d a l a h  d i s t r i b u s i  
T'= JVTU 

s t u d e n t  t d e n g a n  derajat  bebas v.  

Theorema 2.2.3. 

J i k a  XI, X z r  . . . I X, sampel random d a r i  N(pL,02) maka : 

2.3. Notasi \\ON B e s a r  dan \\off Kecil. 

D i b e r i k a n  f d a n  g d u a  f u n g s i  dan a s u m s i k a n  bahwa 

g ( x )  > 0 u n t u k  x y a n g  c u k u p  besar. K i t a  k a t a k a n  bahwa 

f (x) a d a l a h  berorder l e b i h  besar d a r i  g(x) pada x -+ 00 

d a n  k i t a  t u l i s  f ( x )  = O ( g ( x ) )  u n t u k  x -+ 00 j i k a  3 xo d a n  

k o n s t a n t a  C > 0 3 l f ( x ) l <  c g ( x )  b'x 2 Xo. J a d i  f ( x )  = 

O [ g ( x ) ]  b e r a r t i  bahwa If ( x ) l  / g ( x )  terbatas u n t u k  x besar. 

K i t a  t u l i s  f ( x )  = O ( 1 )  u n t u k  m e n y a t a k a n  f t e rba tas  u n t u k  

x besar.  . 

Dan mudah u n t u k  d i l i h a t  bahwa : 
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(a1.Jik.a fl(x) = O [ g l ( x ) ]  , f z ( x . 1  = O[g,(x)]maka f l ( x ;  + 

f 2  ( X I  = o rg1  (x) + 92 (x) 1 . 
( b )  . J i k a  a 3 0 adalah kunstanta , f  (x) = O [ a g ( x ) ]  maka f (x) 

= O [ g ( x ) ]  

( r j  . J i k a  fl(x) = O [ y l ( x ) ]  dan f z ( x )  = o [ g 2 ( s ) ]  maka 

fl ( X I f 2  (x) = “1 i x )  92 (x) 1 * 

Piberikan f dan g ,  keduanya t e r d e f i n i s i  dan p o s i t i f  

~ i n t u k  x besa r .  Kita katakan f ( x )  adalah berorder  l e b i h  

k e c i l  ciaripada g ( x )  u n t u k  x besar ,  dan d i t u l i s  : 

fix) 
x-+m g w  

f (x) = o [ g  ( x ) ]  u n t u k  x --+ co j i k a  L i m  - = 0 .  

K i t a  tulis f (x)= o ( l )  u n t u k  rnenyatakan f (x) + o 

untuk x -b a, 

Mudah d i l l h a t  bahwa  : 
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BAB I11 

KE- STATISTIK T 

PADA INFERWSI UNTVEC; MEAN 

SAm POPULASI 

3.1. Pendahuluan 

Andaikan d i b e r i k a n  Y1,Y2 I . . . ,Y, a d a l a h  sampel random 

be rukuran  n d a r i  s u a t u  p o p u l a s i  G dengan  p mean dar i  G yang  

t i dak  d i k e t a h u i .  S a t u  u j i  h i p o t e s i s  y a n g  p e n t i n g  Ho : p = p,-, 

melawan s a t u  da r i  t i g a  kemungkinan a l t e r n a t i f  y a i t u  : 

( b ) . H 1  p > a t a u  

- 
. . . . . (3.1.1) y - P  

Pertama d i b e r i k a n  : T = 1 

(s2 / n); 

dan  

2 yi 

- 
y - Po 
(s* / n) 

TC = 

2 (Yi - Y)2 

. . . . (3.1.2) 

masing-masing a d a l a h  i=1 d a n  Sz = dimana 7 = - i=l 

n n - 1  

mean sampel dan  v a r i a n s i  sampel. Pemakai biasa menunjuk u j i  
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mengenai p dia tas  menggunakan s t a t i s t i k  TC, y a n g  d i s e b u t  

s e b a g a i  s t a t i s t i k  T s a t u  sampel .  J i k a  d iasumsik .an  bahwa : 

A (i) Yi-nya i n d e p e n d e n  

A ( i i )  G = (9 

dimana 0 f u n g s i  d i s t r i b u s i  k u m u l a t i f  normal  s t a n d a r ,  maka 

s u a t u  h a s i l  dalam t e o r i  s t a t i s t i k  yang  cukup b a i k  d i b u a t  

o l e h  S t u d e n t  (1908) bahwa T"t (n-1) a d a l a h  d i s t r i b u s i  s t u d e n t  

t dengan derajat  kebebasan  ( n - 1 ) .  Dengan asumsi d i  atas, 

d i p u n y a i  u j i  pada l e v e l  a : 

TT:Untuk Ho:p=& v s  H1:p f b, t o l a k  Ho j i k a  I Td >tw* (3.1.3) 

TU:Untuk Ho:p=k v s  H1:p >&, t o l a k  Ho j i k a  TC > t, (3.1.4) 

TL:Untuk Ho:p=& v s  H1:p < &, t o l a k  Ho j i k a  TC < t, (3.1.5) 

dengan t, : n o t a s i  b a g i a n  atas 100a t i t i k  p e r s e n t i l  da r i  

d i s t r i b u s i  t dengan derajat  bebas (n-1) . 
Sifat-sifat '  d i s t r i b u s i  T y a n g  d i s a j i k a n  pada (3.1.1) 

j e l a s  t e r g a n t u n g  pada asumsi yang  d i b e r i k a n  pada 

M )  dan  A ( i i ) .  Akan t e t a p i  pemakai akan  b e r t a n y a  apakah  

asurrisi t e r s e b u t  d i  j unpai daii bagailrtanakah peiigaruh dar i  

p e l a n g g a r a n  asumsi t e r s e b u t  pada d i s t r i b u s i  T. 

I *-A 
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Cicchitelli (1989) menunjukkan perluasan studi Monte 

Carlo untuk menyelidiki ketegaran dari statistik T satu 

sampel dengan distribusi populasi nonnormal. Dia menggunakan 

distribusi h yang telah dikenalkan oleh Ramberg (1979) 

sebagai distribusi populasi. Kita akan mencoba mengkaji 

kembali hasil-hasil Cicchitelli tersebut dengan menggunakan 

ekspansi Edgeworth dari statistik T. 

Untuk itu, akan kita perlukan beberapa definisi yang 

berkaitan dengan ekspansi Edgerworth seperti yang kita tulis 

berikut ini : 

Definisi 3.1.1. 

Untuk sebarang variabel random Y dengan d Y 1 4  < 00 

. Sk adalah P4 'x dan K, = - didefinisikan S, = - P3 

(CLJ P; 

\-. ukuran kemiringan dan Ku adalah ukuran kurtosis dari 

distribusi. h,i = 2,3,4 adalah Momen Pusat kedua, tiga, 

empat dari distribusi. 

Definisi 3.1.2. 
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Untuk sebarang distribusi G, jika Sk > (<) 0 kita tunjuk 

G mempunyai kemiringan positif (negatif) dan jika K,, > 

( < ) 3  kita tunjuk G mempunyai long (short) tailed. 

Dengan asumsi-asumsi A(i) dan A(ii), sesuai hasil 

student (1908) bahwa dibawah Ho, P,(a) = Pu(a) = PL(a) = a. 

3.2. Ekspansi' Edgeworth dari Statistik T dan Hasil-hasil 

yang terkai t  

Theorema 3.2.1 (Hall 1987) 

Asumsikan k 2 1, d Y l k + *  < co dan distribusi G 

nqnsingular, maka 
) 

FJY, = PJT, y)  

k 

, = Qy) + c n-Kq(y#(y) + o(n-K) . . . (3.2.1) 
i=1 
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Konvergen uniform dalam y,  Dimana Pi adalah polinomial 

berderajat (3i-1) yang tampalc dalam ekspansi Edgeworth dari 

@ ( y )  dan d(y) masing-masing adalah fungsi distribusi 

kumulatif normal standar dan fungsi densitas normal standar. 

K o e f  esien P, adalah f ungsi-f ungsi dari p, 02, p3, . . . , H+Z dimana 

& mewakili momen central ke-j dari G. 

Untuk PI dan Pz didapat : 

P l ( y )  = % s,(2y2 4- 1) dan 

I 

p2 (y) = -Y{+; (Y2  + 3 ) ( y 2  - 1)  

1 1 
- 12 (K, - 3)(Y2 - 3) + 4 iY2 + 3))  

dengan Sk dan Ku masing-masing ukuran kemiringan dan kurtosis 

dari G. 

Terlihat bahwa : 
--,- 

. . . . ( 3 . 2 . 2 )  
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Dengan a s u m s i  k e f i n i t a n  momen ke-4 d a n  s i fa t  

n o n s i n g u l a r i t a s  dari  G k i t a  akan  mencari E ( T o )  dan E ( T )  

sebagai h e r i k u t  : 

+ 0ln-l) 

dengan  mengingat  d@(y) = -y$(y)dy, maka : 

1 _-  

. . . . . ( 3 . 2 . 4 )  

K i t a  dapat l i h a t  dar i  (3 .2 .1 ) - (3 .2 .4 )  bahwa selama 

ukuran  sampel n a i k ,  apapun h a r g a  kemi r ingan  p o p u l a s i ,  Sk maka 

To dan  j u g a  T m e n j a d i  l e b i h  simetri d i s e k i t a r  n o l .  I n i  bukan 

rtiasalah yaiig l u a i -  biasa, kareiia t e l a h  d i k e t a h u i  bahwa 

d 
T+Z dimana Z a d a l a h  v a r i a b e l  random normal  standar. 

Jadi u n t u k  ukuran  sampel yang  besar a t a u  k e m i r i n g a n  p o p u l a s i  

yang  k e c i l  To d a n  j u g a  T mendeka t i  simetri d i s e k i t a r  nol. 
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Dengan cara y a n g  sama u n t u k  mendapatkan  E(T0) k i t a  dapat j u g a  

memperoleh : 

L .> 

n 11 
= 1 -I- - s; 4- - -1- o(n-’> . . . . (3 .2 .53  

. . . . ( 3 . 2 . 6 )  

. . . . . ( 3 . 2 . 8 )  
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1 2 3 =(I - ill+ - n 5: + - n + o(n-1) 

= 1 + - S: + - - - + o(n-') 
2 3 1  
11 n 11 

2 2 
n n 

= 1 + - S: + - + .(.-I) 

2 7  
n 4 n  

= 1 + - + -s; + 4.-1) . . . . ( 3 . 2 . 9 )  

S e k a r a n g  p e r h a t i k a n  e k s p a n s i  deret taylor dar i  F% (y)  

d i s e k i t a r  y = 0 didapat da r i  ( 3 . 2 . 1 )  y a i t u  : 

1 -- 
n 2  

4(27t)2 
+ 1 Y  2s k + o(n-7 . . . . (3.2.10) 

d a n  menggunakan (3 .2 .2 )  k i t a  d a p a t k a n  : 
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1 
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Untuk menemukan median  dar i  d i s t r i b u s i  T pecahkan  

1 
2 

persamaan FT(y) = -. S u a t u  p e n d e k a t a n  s o l u s i  persamaan i n i  

n 2  
6 

a d a l a h  y = - - S, sebab : 

1 -- 
n 2  1 SK2 

- 1s ,1+-  [ + - -  - 
2n 6n 4n 

6Qn) 

n 2  + sK3 + o(n-') - 

1 
2 

= - + o(n-l) 

dengan p e n g a b a i a n  s u k u  o(n-') maka  : 

-n 
6 Median dar i  T = - SK 

1 -- 
-n 

2 Mean dar i  T = - SK 

. . . . (3.2.11) 

. . . . (3.2.12) 

Seh ingga  t e r l i h a t  bahwa j i k a  d i s t r i b u s i  p o p u l a s i  m i r i n g  

1 -- 1 -- 
-n -n 

SK< 0 .  kekanan y a i t u  Sk > 0 maka : 'K< 7 2 

Jadi d i s t r i b u s i  T m i r i n g  k e k i r i .  S e b a l i k n y a  a d a l a h  b e n a r  

u n t u k  s k  < 0. H a s i l  t e r s e b u t  s e s u a i  dengan  s t u d i  a w a l  dan  
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penemuan Cicchitelli(l989). Sehingga kita dapat putuskan 

bahwa, jika distribusi populasi sangat minim dan ukuran 

sampel kecil maka kemiringan distribusi T tidak akan 

didekati dengan distribusi student-t, kecuali telah dibuat 

suatu koreksi kemiringan seperti yang dilakukan oleh 

Johnson (1978) . \ 

Dengan pengahaian suku o(n-') maka mean dari T < median 

2 7  2 
n 4n 

dari T < 0 dan variansi dar i  T = 1 + - + -S,* 

variansi dari suatu variabel random yang mempunyai 

distribusi student-t dengan derajat bebas n - 1) . Jadi untuk 

kemiringan populasi G positif maka P , ( a ) <  a dan Pt (a) > a 

seperti yang diamati oleh Cicchitelli(l989). 

3.3. MoUifikasi W i  Stat.I .stik T (Johnson 1978) 

Andaikan diberikan Yi,Y2, ... ,Y, adalah sampel random 

dari suatu distrihusi G dengan mean p, variansi o2 dan p3,&, 

... masing-masing adalah momen central ketiga, keempat, ... 
dari G. Untuk sebarang variabel random Y dengan distribusi 

G, bentuk ekspansi Cornish-Fisher diberikan dengan : 

(3.3.1) 
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dengan 5 a d a l a h  v a r i a b e l  normal  s t a n d a r  dan  

-y (5' - 1) + q n  I . . . ( 3 . 2 . 2 )  
n 2  

D a r i  e k s p a n s i  d ia tas  dapat dicatat  bahwa kemi r ingan  

p o p u l a s i  p3 a d a l a h  k o e f i s i e n  da r i  suku  (G2-1) serta tampak 

dalam suku-suku l a i n  dar i  t e t a p i  dengan order y a n g  l e b i h  

k e c i l .  Kunci dalam mendapatkan modifikasi v a r i a b e l  T dalam 

p e n d e k a t a n  Johnson  a d a l a h  m e n g e l i m i n a s i  suku  yang m e l i b a t k a n  

p3 dalau v a r i a b e l  T pembanguii yang  d i b e r i k a n  pada bagia i i  

bawah b e r i k u t  : 

D i b e r i k a n  v a r i a b e l  T pembangun 

n . . . (3 .2 .3 )  
(Y - p) + h + y i ( Y  - py - 

T J  = 

h dalam T J  d i p i l i h  s e h i n g g a  suku  k o n s t a n  dalam e k s p a n s i  

C o r n i s h - F i s h e r  dar i  T J  b e r j u m l a h  no1  s e h i n g g a  bias order 

y a n g  l e b i h  r e n d a h  t e r e l e m i n a s i  y d i p i l i h  s e h i n g g a  k o e f e s i e n  

dar i  s u k u  c2 dalam e k s p a n s i  C o r n i s h - F i s h e r  dar i  T J  a d a l a h  no1  

(dengan  d e m i k i a n  m e n g e l i m i n a s i  panga ruh  kemi r ingan  order 

y a n g  lebih r e n d a h )  . G a n t i k a n  n i l a i  Y d a n  S2 dalam (3 .2 .3)  
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dengan ekspans inya ,  maka dengan pengabaian suku 0 (n-') , 
e k s p a n s i  Cornish-Fisher  dar i  T J  a d a l a h  : 

dengan 5 dan 5' v a r i a b e l  random normal s t a n d a r  yang 

independen. 

Dengan menyeleks i  y dan h sehingga  koe fes i en  dar i  5' a d a l a h  

n c l  j uga  suku kons tan  ber jumlah nol ,  ekspresi h a s i l  akan 

mengurangi bias, didapat : 

- 0  YO P3 + - -  P3 

6&c? $6 2J;;d-  

. 
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1 

d a n  TJ = { (y  - p) + 6$n P3 -k 3 P3 (7 - p)2[;)z . . . . ( 3 . 2 . 5 )  

T e r l i h a t  bahwa T J  y a n g  d i b e r i k a n  o l e h  (3.2.5) t i d a k  dapat 

d i h i t u n g  dengan  H : p = kbr k a r e n a  p3 d a n  o2 b i a s a n y a  t i d a k  

d i k e t a h u i  . J o h n s o n  menyarankan m e n g g a n t i  p3 d a n  d dengan  

(Yi - q3 
estimasi sampel ji3 = 2 d a n  v a r i a n s i  sampel S2. 

i=l n 

E k s p a n s i  C o r n i s h - F i s h e r  mas ih  (3 .2 .4 )  Untuk c o n t o h  

penggunaannya  u j i  h i p o t e s i s  & = p = k melawan s a t u  dari  

t i g a  a l t e r n a t i f  kemungkinan, maka d i p u n y a i  u j i  l e v e l  a 

sebagai b e r i k u t  : 

TT : u n t u k  Ho :p = @ v s  H1' : p # k I 

t o l a k  Ho j i k a  I T J d  > t,/2 . . . . ( 3 . 2 . 6 )  

TU : u n t u k  Ho : p = vs H1 : p > po , 

t o l a k  Ho j i k a  TJH > t, . . . . ( 3 . 2 . 7 )  

TL : u n t u k  Ho : P = h vs HI : p. < h, 

t o l a k  Ho j i k a  TJH < -t, . . . . (3.2.8) 
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( y  - po) + fi3 / (6s2n) + (fi3 / (3s43)(y - p)* 
(3.2.9) 1 dimana T J H  = 

dan t, notasi  bagian a tas  100a t i t i k  persent i l  dar i  

d i s t r ibus i  t dengan derajat  bebas (n-1) .  
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BAB IV 

KETEGARAN STATISTIK t PADA 

INFERENSI UNTUK MEAN DUA POPULASI 

INDEPENDEN 

4.1. Pendahuluan 

A n d a i k a n  d i b e r i k a n  : 

H,: p, = g2 dan} . . . (4.1.1) 
H,: Pl ’ P2 

d i m a n a  J.Li a d a l a h  mean d a r i  v a r i a b e l  random n o r m a l  X i  h. 

N(h,oi2) i = 1,2. L e b i h  l a n j u t  d i b e r i k a n  d u a  sampel 

i n d e p e n d e n ,  k a t a k a n l a h  X l j  , j = 1,2, . . . , n l  

Xzc , 1 = 1,2, ... ,n2 

s e r i n g  d i g u n a k a n  s t a t i s t i k  

t =  . . . . (4 .1 .2 )  
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J i k a  q2 = 0 z 2  maka s t a t i s t i k  t - t ( n l  + n2 - 2 ) .  Dan 

dipunyai u j i  l e v e l  a untuk u j i  yang d i b e r i k a n  oleh 

(4.1.2). Tolak Ho j i k a  t 2 & adalah bagian a t a s  10001 

t i t i k  p e r s e n t i l  d a r i  v a r i a b e l  t ( n l  + n2 - 2 ) .  

Posten, Yeh dan Owen (1982)  memberikan sua tu  

k u a l i f i k a s i  d a r i  t i n g k a t  ketegaran u j i  t dua sampel 

dibawah asumsi v a r i a n s i  yang sama. Tingkat ketegaran 

d i i d e n t i f i k a s i  dengan mendapatkan daerah ketegaran dan 

h a s i l - h a s i l  d i b a t a s i  untuk u j i  dua s i s i .  Lewat prosedur 

i n i ,  h a s i l  t e r s e b u t  memberi,kan sua tu  ukuran yang j e l a s  

d a r i  kekuatan ketegaran untuk v a r i a n s i  yang heterogen 

pada masalah ukuran sampel yang sama a t au  mendekati sama. 

Akan d i p e r l u a s  h a s i - h a s i l  yang d idapat ,un tuk  u j i  t dua 

sampel v e r s i  s a t u  sisi.  

U n t u k  memberikan informasi k u a n t i t a t i f  ketegaran 

d a r i  u j i  t dengan keheterogenan v a r i a n s i ,  dibutuhkan t i g a  

d e f i n i s i  b e r i k u t .  

Andai kan : 
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a(h) = P,(Tolak H, / h, Ho) 
dan 

= Pr(t  2 t, / A, H,) 
. . . . (4.1.3) 

D e f i n i s i  4.1.1. 

D i h e r i k a n  A = { A  : h  > 0 )  

R ( E )  a d a l a h  d a e r a h  k e t e g a r a n  pada l e v e l  a j i k a  R ( E )  

c A 3 'if h E R ( E ) ,  b(h) - a(l)l 5 E 

D e f i n i s i  4 . 1 . 2 .  

Union  d a r i  semua  d a e r a h  k e t e g a r a n  pada l e v e l  a 

d i s e h u t  d a e r a h  m a k s i m a l '  k e t e g a r a n  pada l e v e l  a d a n  

d i b e r i  simbol & ( E ) .  

D e f i n i s i  4.1.3. 

U j i  t a d a l a h  t e g a r  secara t o t a l  pada l e v e l  a 

j i k a  'A = { A  : h > 0 } a d a l a h  d a e r a h  k e t e g a r a n  pada 

l e v e l  a. 
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Dari d e f i n i s i  ( 4 . 1 . 2 )  dan (4.1.31, daerah  maksimal 

ketegaran pada l e v e l  a adalah : 

dengan 

dimana P n ( t )  adalah d e n s i t a s  d a r i  t j i k a  Ho benar .  

4.2 .  Kemonotonan a ( A )  

S i f a t  kemonotonan a(A)  pent ing dalam mengevaluasi 

a tau menghitung daerah maksimal ketegaran (4.1.4) . 
Berikut d ibe r ikan  teorema-teprema yang b e r k a i t a n  dengan 

s i f a t  t e r s e b u t .  

Theorema 4 .2 .1 .  

J ika  a (2 , , n l ,  n2 )  menyatakan t i n g k a t  kepercayaan ekor 

a t a s  u j i  t dua sampel dengan ukuran sampel nl dan n2 

maka a ( A  : nl , n2) = . Maka untuk 
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ti uraian dibawah 

ini : 

Masalah perhitungan tingkat ketegaran dan 

daerah maksimal ketegaran didasarkan pada peritungan 

a(h) dalam (4.1.3) dan (4.1.4). Dari Yeh(1981), 

probabilitas ini dapat dinyatakan dalam suku-suku 

integral dari probabilitas pembobot student, 

hubungan ini adalah : 

a(h; n,, n,) = ,/ b(X; n,, n2br(T* 2 m(X, X; n,, n,)t,)dx ( 4 - 2 - 1 )  
0 

dimana : 

N = nl t n2 , t, adalah nilai kritis dari uji t satu 

sisi. 

. . . (4 .2 .2 )  

T* variabel t pusat dengan derajat kebebasan N - 2 

Akibat 1.2.1 
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(9 U n t u k  n l  = n2 = n maka a ( h )  = a 

Theorema 4 .2 .2 .  

U n t u k  ukuran sampel sama, a(>,) monoton t u r u n  u n t u k  

k ( 0 , l )  dan monoton naik u n t u k  h ~ ( l , c ~ ) .  

Theorema 4 . 2 . 3 .  

U n t u k  ukuran sampel sama, 

t i ngka t  E ,  & ( E )  mempunyai 

daerah maksimal ketegaran 

bentuk [c,-I 11 dimana c < 1 
.-. 

yang d i d e f i n i s i k a n  d a r i  a ( c )  - a(1) = E .  

4 . 3 .  Daerah Ketegaran 

Ukuran sampel yang d ipaka i  dalam s t u d i  i n i  (untuk nl 

# n2)  adalah nl < n2 dengan t i n g k a t  kepercayaan nominal 
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a(3i) yang merupakan f u n g s i  monoton naik dalam A pada 3i E 

(0,a) 

Daerah Maksimal ketegaran akan d iber ikan  u n t u k  

u k u r a n  sampel yang sama ataupun t ak  sama. Akan t e t a p i ,  

pertama k i t a  akan pertimbang kan kemungkinan n i l a i - n i l a i  E 

yany cukup k e c i l  sehingga u j i  t s a t u  s i s i  akan tegar  

s eca ra  t o t a l .  

Untuk ukuran sampel sama ( n l  = nZ = n )  dengan sifat 

kemonotonan d a r i  a ( L )  berak iba t  bahwa u n t u k  semua n i l a i  

d a r i  E yang melebihi  a t a u  sama dengan l a ( 0 ) -  a ( 1 )  I maka 

u j i  t akan t e g a r  s e c a r a  t o t a l  pada l e v e l  E .  

Lebih l a n j u t  p e r l u  Llntuk menghitung a ( 0 )  guna 

mengident i f ikas i  n i l a i  t e r k e c i l  d a r i  E, u n t u k  mana u j i  

akan t e g a r  s e c a r a  t o t a l .  Sedang untuk ukuran sampel t i dak  

Sama p e r l u  juga  untuk menghitung (a(co)- a(1)  I dan p i l i h  

n i l a i  t e r b e s a r  d a r i  keduanya sebagai  n i l a i  t e r k e c i l  d a r i  

E u n t u k  mana u j i  akan t e g a r  s eca ra  t o t a l .  

Tabel (4.3.1) t e r s e d i a  ukuran  sampel nl = n2 = n , a  = 

0,05 dan a = 0 , O l  n i l a i - n i l a i  minimal E u n t u k  mana u j i  t 

s a t u  sisi  t e g a r  s e c a r a  t o t a l .  Dari t a b e l  4.3.1 t e r l i h a t  
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dengan j e l a s  bahwa untuk ukuran sampel n = 15 dan a = 

0 , 0 5 ,  u j i  t tegar secara total pada level 0,0055. Bahwa 

t ak  ada masalah seberapa besar  perbedaan oI2 dan 0 z 2  . 

Kebenaran t i n g k a t  kepercayaan adalah sampai 0 ,0055 d a r i  

l e v e l  yang d i ing inkan  sebesar  0 , 0 5 .  Lebih l a n j u t  s e l i s i h  

d a r i  a d i s i n i  t e r j a d i  hanya j i k a  01' sangat  berbeda d a r i  

oz2 . U n t u k  n i l a i  n yang l e b i h  besar ,  n i l a i  E m i n i m u m  yang 

menghasilkan t e g a r  s e c a r a  t o t a l  akan l e b i h  k e c i l .  Tabel 

4 . 3 . 1  i n i  juga dapa t  digunakan u n t u k  menentukan d e r a j a t  

u j i  t s a t u  s is i  ( dengan ukuran sampel sama dibawah 

pengabaian asumsi kehomogenan v a r i a n s i ) .  

Untuk ukuran sampel t i d a k  sama, n i l a i  t e r k e c i l  d a r i  

E yang memberikan ketegaran secara  t o t a l  u n t u k  uji t s a t u  

s is i ,  d i ten tukan  dengan eva luas i  a ( 1 )  - a ( O )  dan a(a) - (1) 

dimana n i l a i  E adalah  n i l a i  t e r b e s a r  d i a n t a r a  keduanya. 

Adapun n i l a i - n i l a i  dari a ( 0 )  dan a(a) diber ikan  dalam 

t a b e l  4 . 3 . 2  u n t u k  ukuran sampel yang t i dak  sama, t e t a p i  

u n t u k  ukuran sampel yang sama juga d iber ikan  sebagai  

pembanding . 
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Karena t i n g k a t  kepercayaan nominal a ( l )  d i k e t a h u i  

maka n i l a i  E untuk mana u j i  akan t e g a r  s eca ra  t o t a l  s i a p  

d idapa t  d a r i  t a b e l  ( 4 . 3 . 2 )  . 
Selanju tnya  daerah maksimal ketegaran d ibe r ikan  

didalam t a b e l  ( 4 . 3 . 3 )  dan ( 4 . 3 . 4 )  masing-masing untuk 

a ( 1 )  = 0,05 , E = 0,005 , 0 , 0 3  , 0,02 dan a ( 1 )  = 0 , O l  , E 

= 0,02 , 0 , O l  , 0 ,005  pada beberapa n i l a i  nl dan n2.  

4 . 4 .  Prosedur perhitungan 

Dalam masalah perhitungan t i n g k a t  ketegaran dan 

daerah maksimal ketegaran s e p e r t i  yang d i t u l i s  pada 

bagian awal, didasarkan pada perhitungan a ( L )  dalam 

( 4 . 2 . 1 )  y a i t u  : 

dimana untuk s e t i a p  n i l a i  t e r t e n t u  d a r i  x, p r o b a b i l i t a s  

T* dapat  d i h i  t u n g  dengan menggunakan hubungan a n t a r a  

v a r i a b e l  . s tudent  t dengan be ta  u n t u k  n i l a i  t yang 



95 

p o s i t i f .  

L. 

1 
= - +  
2 

N - 2  
1 I" - : + 

N - 2  
0 -  

P( T* 
- n - 2  

\ 2  

[l+ -&-) dx 

dimana suku  dalam 

d i t u l i s  ciengan : 

i n t e g r a l  pada persamaan t e r a k h i r  dapa t  

1 
2 
- 

L 
dimana y = 

N - 2 + t 2  

"4 

~-'(l - S) d s  
0 

X2 
menggunakan s u b s i t u s i  = s  

N - 2 + x 2  

s e  h i n g g  a : 

d e n g a n  :f = 

= - +  1 1  - 1  (L,$) 

= (1 + Iy(; I f  IT)) 
2 2 y 2  

2 

N - 2 d a n  I y 2  (A, ;) = Is-:, - 
0 

f12 
s) ds 
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