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KETEGARAN STATISTIK- t UNTUK
SATU POPULASI DAN DUA POPULASI

Joke Riyono
Dibawah bimbingan
Drs.H.Subanar, Ph.d.

INTISARI

Uji ketegaran statistik t satu populasi dan dua
populasi masing-masing untuk kasus adanya penyimpangan
populasi normal dan homogenitas variansi telah dilakukan
oleh Cicchitelli(1989) dan Posten, Yeh&Owen(1982). Dengan
studi Monte Carlo,Cicchitelli (1989)menemukan bahwa
kemiringan distribusi populasi mempengaruhi statistik t
satu  populasi lebih dari kurtosis , Johnson (1978)
menyarankan suatu modifikasi statistik t untuk mereduksi
pengaruh kemiringan ini.Hasil-hasil . tersebut akan
diperkuat dengan Ekspansi Edgeworth.

Posten, Yeh&Owen (1982) memberikan hasil untuk uji
ketegaran statistik t dua populasi pada kasus adanya
penyimpangan  homogenitas variansi. Taraf ketegaran
dikuantifikasi sebagai daerah ketegaran,hasilnya terbatas
untuk uji dua sisi.Hasil tersebut diperluas kekasus uji
satu sisi untuk masalah yang sama.

Katakunci:

Ekspansi Edgeworth, kurtosis, é ketegaran, kemiringan,
statistik t, daerah ketegaran.
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ROBUSTNESS OF t~STATISTIC FOR
THE ONE~SAMPLE AND TWO-SAMPLE

Joko Riyono
Under the Supervision
Drs.H.Subanar, Ph.d.

ABSTRACT

Cicchitelli (1989) conducted an extensive Monte Carloe
study to investigate the robustness of the one sample t-
statstic under nonnormal parent populations.He show that
the skewness of the parent population affects the ¢t-
statistic more than the kurtosis.Johnson (1978) suggested
a modification to t-statistic to reduce the effect of
skweness.This paper shall addres and reinforce his
emperical findings by means of Edgeworth expension of t-
statistic.

Posten,Yeh, and Owen(1982),provided a qguantification
of the robustness level of the two-tailed two sample t-
statistic, was studied wunder departures from the
assumption of equal variance.The level of robustness was
indicated by obtaining regions of robustness.In this
paper, these results are extended to the one-tailed test:
for the same problen.

Key words:

Edgeworth expansion,kurtosis,robustness,skewness, t-
statigtic, regione of robustness.




BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Statistik t seringkali dipakai dalam membuat
inferensi mean satu populasi dan inferensi untuk mean dua
populasi Independen. Dalam tulisan ini akan difokuskan
pada dua topik tersebut, khususnya yang menyangkut
permasalahan ketegaran dari statistik t.

Dalam inferensi untuk mean satu populasi, diambil
sampel ¥; , i = 1,2, . . . n dan dihitung Y, S%. Dengan
asumsi populasi berdistribusi normal maka dapat diperoleh
statistik T untuk inferensi mean satu populasi, yaitu :

Y_
ot . (1.1.1)

T= 1
VA4
untuk n kecil T akan berdistribusi t dengan derajat bebas
n - 1, sedang untuk n besar T akan mendekati distribusi
normal standar.
Pada‘prakteknya, pemakai sering kesulitan menentukan

berapa besar n bhingga metode ini dapat digunakan atau



bagaimana seandainya populasi tidak berdistribusi normal,
apakah met&de ini masih dapat juga digunakan.

Sedang pada 1inferensi untuk mean dua populasi
independen, diambil sampel X.;; , J = 1,2, ...,n dan X
,1 = 1,2,. . .,n, kemudian hitung X, X,, %*. Dengan asumsi
distribusi kedua populasi normal dan varilansi keduanya
sama maka dapat diperoleh statistik t untuk inferensi

mean dua populasl independen,yaitu :

‘= (21 - }_{z) - (}‘l‘x,. _ll-lx',) L 1.1.2)

)

Sama halnya seperti pada inferensi untuk mean satu

populasi, bagaimana seandainya  assumsi kehomogenan

variansl dilanggar apakah metode ini masih dapat

2

digunakan. Masalah seperti 1ni dengan o, dan o.° tidak

2 2 0,® )disebut sebagai masalah Behren-

diketahui (o,
Fisher. Meskipun untuk masalah tersebut telah ada cara
pemecahannya, seperti vyang diberikan oleh  Neyman-

Bartlett, - Scheffe’' ataupun Hsu, namun ketiga cara diatas
masih memiliki kekurangan, terutama untuk ny # n; yaitu

adanya sampel yang harus diabaikan, hasil yang masih



tergantung pada urutan pengampilan sampel atau tidak
adanya jaminan uji mempunyal tingkat kepercayaan pada o
yang kita inginkan. Oleh karena itu pentinglah bagi

pemakai untuk melihat sampel,sejauh mana perbedaan o,® dan

c;° yang masih bisa ditoclelir sehingga metode diatas masih
dapat digunakan.

Permasalahan-permasalahan seperti diatas dimana
beberapa asumsi dilanggar, didalam statistik dikenal
sebagal permasalahan ketegaran (robustness) dari suatu
statistik (estimator) atau suatu prosedur statistik.
Menurut Hubber (1981) ketegaran adalah ketidaksensitifan
terhédap sedikit penyimpangan dari asumsi. Suatu
statistik atau prosedur statistik dikatakan tegar apabila
ia dapat bekerja dengan baik, mempunyai blas dan variansi
rendah dalam segala macam distribusi.

Studi tentang ketegaran statistik t telah banyak
dilakukan, antara lain oleh <Cicchitelli{1989} vyang
menunjuk suatu studi Monte Carlo untuk meneliti pengaruh
uji inferensi mean satu populasi, dengan statistik T
diatas pada populasi nonnormal. Dia memperlihatkan bahwa

kemiringan vyang ada dalam populasi mengakibatkan



kemiringan yang ada dalam distribusi T. Johnson (1978)
membuat modifikasi untuk mengoreksi kemiringaan statistik
T menggunakan ekspansi Cornish-Fisher. Sedangkan Posten,
Yeh dan Owen {1982) meneliti ketegaran uji t dua populasi
versi dua sisi untuk kasus penyimpangan pada homogenitas
variansi kedua populasi. Dalam tulisan ini nantinya akan
dibahas hasil-hasil vyang telah didapat Cicchitelli (1989)
di atas menggunakan ekspansi Edgeworth, kemudian juga
melihat penampilan modifikasi statistik T dari Johnson
(1978) untuk dibandingkan dengan penampilan statistik T
itu sendiri. Pada uji t dua populasi, kita akan
mengembangkan hasil-hasil yang didapat oleh Posten, Yeh
dan Owen {1982} untuk versi uji t satu sisi.

Tulisan ini diharapkan akan dapat memberi sumbangan
vang berharga dibidang statistika inferensial. Selain itu
diharapkan pembaca dapat menggunakan atau mengambil

manfaat dari apa yang bisa diserap dalam tulisan ini.

1.2, Ruang Lingkup Masalah

Berdasarkan latar belakang masalah di atas, maka

ruang lingkup masalah dalam penelitian ini adalah :



1. Melihat pengaruh kemiringan yang dibawa populasi pada
statistik T (1.1.1) dengan ekspansi Edgeworth.

2. Mempelajari modifikasi statistik T (1.1.1.)yang dibuat
Johnson untuk mengoreksi kemiringan yang dibawa oleh
populasi terhadap statistik T (1.1.1).

3. Mencari bataz-batas keheterogenan variansi yang bisa
ditolelir sehingga metode dengan menggunakan statistik

t (1.1.2) masih dapat berlaku.

1.3. Perumusan Masalah

Berdasarkan latarbelakang dan ruang lingkup masalah,
masalah dalam tulisan ini dapat dirumuskan sebagai
berikut :

i. Mempelajari pengaruh kemiringan populasi ‘terhadap
statistik T(1.1.1).

2. Mempelajari cara memperoleh modifikasi statistik T,
vang dapat mengurangi pengaruh kemiringan yang dibawa

oleh populasi terhadap statistik T (1.1.1).

T
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3. Melihat nilai kehesterogenan variansi yang masih dapat
ditolelir sehingga metode dengan menggunakan statistik
t (1.1.2) versi satu sisi masih berlaku.
1.4 .Manfaat Penelitian
Dengan penelitian 1ini diharapkan dapat diambil
beberapa manfaat sebagai berikut:

i. bari segl subyektif penulis, maka tulisan ini semata-
mata untuk memperkuat struktur kognitif penulis
mengenai inferensi statistik.

2. Dapat memberikan sumbangan pemikiran dalam rangka
penambahan wawasan mengenai inferensi statistik bagii
para pemerhati masalah statistik baik yang ada didalam
perguruan tinggi maupun yang ada diluar perguruan
tinggi.

3. Lebih jauh lagi, informasi yang diberikan dalam
tulisan ini nantinya menuntut diadakannya penelitian
lebih lanjut dengan melibatkan berbagai pendekatan
untuk memperoleh wawasan yang lebih luas tentang teori
uji hipotesis khususnya yang menyangkut inferensi

untuk mean suatu populasi.



1.5..Tujuan Penelitian
" Berdasarkan rumusan masalah yang dikemukakan di
atas, tujuan penulisan ini adalah untuk mempelajari :

1. Konsep teori uji hipotesis pada inferensi untuk mean
suatu populasi.

2. Penemuan-penemuan Cicchitelli tentang ketegaran
statistik T {1.1.1) khususnya pengaruh kemiringan
(ketaksimetrisan) dari distribusi populasi asal
terhadap statistik T (1.1.1).

3. Penampilan modifikasi . statistik T (1.1.1) dari
Johnson.

4. Batas-batas nilai keheterogenan variansi yang masih
menjamin ketegaran statistik t (1.1.2) pada uji satu

sisi.

1.6. Tinjauan Pustaka
Kekonservatifan uji T dipelajari oleh Gross
(1976) dan Tukey & Mc. Laughlin {1963). Benjawmini (1983)
menunjukkan kekonservatifan uji T untuk distribusi
populasi . long tailed menggunakan argumen geometrik,
selanjutnya pendekatan geometris diambil oleh Hotelling

(1961) dan Efron (1969). Yuen & Murthy (1974) mempelajari



masalah spesifik pengamatan gambar dari distribusi
Student-t,mereka menabelkan titik-titik tertentu dari
distribusi,
pPosten, Yeh dan Owen (1982) telah memberikan suatu
kuantifikasi dari tingkat ketegaran pada uji ¢t dua sampel
dibawah asumsi wvariansi vyang sama. Tingkat ketegaran
diidentifikasi dengan mendapatkan daerah ketegaran dan
hasil-hasil hanya dibatasi untuk uji dua sisi.
1.7, sistematika Penulisan
Karena tulisan 1ini merupakan kajian terhadap
berbagai kepustakaan, maka bahan yang digunakan berupa
buku, Jurnal dan lain-lain. Hasil yang diperoleh akan
disusun dalam sistematika berikut :
BAB I : Pendahuluan
BAE II : Deskripsi Teoritis
BAB III : Ketegaran Statistik T pada Inferensi Untuk
Mean Satu Populasi.
BAB IV : Ketegaran Statistik t Pada Inferensi Untuk
Mean Dua populasi Ihdependen.

BAB V : Kesimpulan dan Saran.



BAB II

DESKRIPSI TEORITIS

2.1. Pengertian Dasar

Uji Hipotesis adalah suatu proses percobaan untuk

memutuskan kebenaran atau kesalahan pendugaan yang
didasarkan pada pengamatan sampel .

Andaikan diberikan Xi, X2, . . . ,X, Sampel random
dari suatu populasi berdistribusi Fe , 6 € ®, dengan
bentuk Fe diketahui kecuali untuk parameter ©. Dengan
pengasumsian seperti ini, berikut akan diberikan beberapa
definisi serta teorema yang berkaitan dengan konsep uji

~ hipotesis.

Definiei 2.1.1. {(V.K Rohatgi)
Hipotesa parametrik adalah pernyataan tentang suatu

parameter © yang tidak diketahui. Hy ,8 € ® < ©
disebut sebagai hipotesa null sedang pernyataan H,,0 €

®,= ® - @ ,disebut sebagal hipotesa alternatif.
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Definisi 2.1.2. (V.K. Rohatgi)
Jika ©(®,) hanya berisi satu anggota, ©3(®;)dikatakan
sederhana, sebaliknya 7jika lebih dari satu anggota
dikatakan komposit .Jadi jika suatu  hipotesis
sederhana, maka distribusi probabilitas X menjadi

tertentu di bawah hipotesis,

Definisi 2.1.3. (Bain E.)
Dacrah kritis untuk suatu uji hipotesis adalah subset
dari ruang sampel yang bersesuaian dengan penolakan

hipotesa null.

Definisi 2.1.4. (Bain E)
Jika H, merupakan hipotesa null sederhana maka
probabilitas penolakan kebenaran He ,yaitu a = P(TI),
disebut sebagai tingkat kepercayaan dari uji. Jika H,
merupakan komposit, maka ukuran dari uji (atau ukuran
daerah kritis) adalah nilai maksimum probabilitas
dari éenolakan Ho jika Hy benar (nilai maksimum atas

semua nilai parameter dibawah Hg).
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Definisi 2.1.58. (Bain E.)

Fungsi Kuasa n{€) ujl Ho adalah probabilitas penclakan

Ho Jika nilai kebenaran parameter adalah ©.

Jadi untuk hipotesis sederhana He ,6 = 6y versus H; 6

= 0,, diperoleh n{8) = P{TI}) = « dan n(8;) = 1 - P(TII) =

1 - B. Untuk hipotesis komposit, dikatakan He , O € @
ujl adalah o = max n©
9eb,

versus Hy , 6 € ® - ®¢ ,ukuran

Definisi 2.1.6. (E.J.Dudewich)

dikatakan simetri di sekitar p

suatu fungsi f4(x)

jika f.{p + x} = fi(pn - %) untuk semua Xx.

Theorema 2.1.1.

Diberikan Xi, Xz, ... ,Xp, Sampel populasi dengan

fungsi distribusi kumulatif F dan untuk b = - g?

3 (Xi T }_{)2

dengan $? adalah variansi sampel yaitu §° = Z

=1 n-—-1



. n-1
maka (i) E{b) =TT R

2
(ii)Vvar (b) =(n—2+1 ““+(n—1)(3- %%

dengan p; momen pusat ke i dari X.
Bukti : V.K Rohatgi hal.304 [

Akibat 2.1.1.

Selalu berlaku

) 3-n ,

E{s*) = p, dan Var(s?) = =& + ———r
{s*) = pz dan Var(s") y n(n—])p'z

Bukti :Karena

n-1 , n-1 2 n-1
E(t) = E s = B’ = My
n n n

sehingga E@E*) = p,

1
var{b) = (n -2+ 2) +{n - DB - Pv; sehingga

-1 n“-2n+1
Var(n Sz) = (-*——-*—] Lo +{n -1 - n)&
n n n?

_DZ 2
( nl)vnS)—(“—n-—”‘+(n-m3 n)

I

2 Hq 3-n_ 2
= — 4+
VaI{S ) n nn - 1) H

12
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2.2. Distribusi Student t

Seperti diketahui bahwa bentuk fungsi distribusi

student t dengan derajat bebas v adalah :

v+ 1
r( 2 ] 1 tz =-tv+1)/2
f(t,V)= ]{V) m 1+ ";‘

2
Berikut ini akan kami berikan bheberapa theorema yang
berkaitan dengan distribusi student t di atas dan akan

sering ditemui pada bab-bab berikutnya.

Theorema 2.2.1.

Jika ¥X3,%X5, +..,;%s notasi sampel random N(u,c?) maka :

1. ¥ dan suku-suku X;,- X , i =1,2, ...,n independen.

2. X dan $? adalah independen.

_ 2
3.(n 1?%? ~ x%wn

Bukti : Bain. E. hal 272 ®
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Theorema 2.2.2.

Jika 2Z~N{0,1) dan V~%*{v), dan jika Z dan V

2
independen maka distribusi T = ;F:=== adalah
V/v

distribusi student t dengan derajat bebas v.
Bukti : Bain E. hal., 274 B

Theorema 2.2.3.

Jika X3, %Xs, ... ,Xp sampel random dari N{p,0’) maka :

X W tn — 1
~ n_
s/vn
Bukti
Karena
(X -
; _,rz(Tﬂ . NOY

Dari theorema 2.2.1. didapat :

V =ufne— 1) S?/0® ~ x%n-y menggunakan Theorema 2.2.2 maka:
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7 \/H(:‘Z_p-)fc x....‘ur S{-...
= ~ tin - DN

JmS1 fo-nsil \/s VA

2.3. Notasi “07” Begar dan “o” Kecil.

Diberikan f dan g dua fungsi dan asumsikan bahwa

g(x) > 0 untuk x yang cukup besar. Kita katakan bahwa
f(x) adalah berorder lebih besar dari g¢(x) pada x - ®©
dan kita tulis f(x) = O(g(x)) untuk ¥ — o jika 3 x¢ dan
konstanta € > 0 5 If(x)l< ¢ g{x) Vx 2 Xo. Jadi f(x) =
O[g({x)] berartl bahwa |f(x)|fg(x) terbatas untuk ¥ besar.
Kita tulis f(x) = 0(1) untuk menyatakan f terbatas untuk
X besar,.

Dan mudah untuk dilihat bahwa :

{a).Jika fi({x) = O[ga(x)] , f2(x) = O[gz(x)Imaka fi(x} +

fa(x}) = O[gz(x) + g2(x)].
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{b).Jika @ > 0 adalah kenstanta,f(x) = Olag{x)] maka f(x)
= 0fg(x}]
(c).Jika f£f3(x) = O[g1(x)] dan £f2(x) = ©Ofgz2{x)] maka

fi(xyf2(x) = O[ge{x)g2(4)].

Diberikan f dan g, keduanya terdefinisi dan positif
untuk x besar. Kita katakan f({x) adalah berorder lebih

kecil daripada g{x) untuk % besar, dan ditulis :
f(x) = olg(x)] untuk x = © jika Lim—— =

Kita tulis fi{x)= o(l) untuk menyatakan £f(x) — o

untuk ¥ = o.
Mudah dilihat bahwa :

o[g(x)] = £(x) = O0[g(x)]

fi

{a) .£(x)

o[g2(x)])> £1(x)£2(X)

(b) . £{x) olg{x)], f:(x)

= 0[{g1(X) g2 (%) ]

Bukti

, .. LX)
{ayDiketahui Lim— =0
: X g(x)

Artinya untuk sebarang s > 0 3 K = K{g)> 0 3V x>K

berakibat :
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£{x)
— — ol < ¢ sehingga |—=| < £ karena f. ositif
g(x) 199 g(x) 9P
foo|  JFel
maka j—| = —= < & artinva fix) < g gx), VX > K
g{x) g(x}) va ) gtx)

yvang tidak lain menyatakan f(x) = Olg(x)] ®
contoh : f(x) adalah polinomial dalam x order n
dan g{x} adalah polinomial dalam x order m dengan
n < m.

f £
(b} .Diketahui lim"-’[—x) = 0 dan lim 2%) =
x—® g{x) X gz(x}

£ . £ E f.
maka :Lim M = Lim ) .1lim 2] =0 =
ey gl(x) . gz(x) Med@D gl(x) =@ gz(x)

_!MH IK FERPUSTAKAAN

;_?:; ._,_‘_'-;. - P :' f H AP A e

[ 9 ey ‘ a 1f\ﬂf‘ {ﬁl-‘lr:rrl SARJANA
} \i: ('A I"It
e T S
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BAB III
KETEGARAN STATISTIK T
PADA INFERENSI UNTUK MEAN

SATU POPULASI
3.1. Pendahuluan

Andaikan diberikan sampel random Y,,Y; , ... ,Yn
berukuran n dari suatu populasi G dengan mean P yang
tidak diketahui. Satu uji hlipotesis vang penting He , B =
Mo ,melawan satu dari tiga kemungkinan alternatif yaitu :

{(a) .Hy :p0 # Mo
{(b).Hy :p > Yo atau

(c).Hy :p < o

Y —
Pertama diberikan : T = -—-——“3- v e . oe . (3.1.1)
(s / n)2
¥ -
dan TC = ~—- “", e e .. (3.1.2)
(s* / n)2
n T \Z
Y; Z(Yi - Y)
dengan Y = E'H— dan §% = i“lT-i-—— , berturut-turut

adalah mean sampel dan variansi sampel. Pemakai biasa
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menunjuk uji mengenai p di atas menggunakan statistik TC,
vang disebut sebagai statistik T satu sampel. Jika
diasumsikan bahwa :

A(i) Y; berdistribusi independen

A{ii) G = @
dimana ¢ fungsi distribusi kumulatif normal standar, maka

suatu hasil dalam teori statistik yang cukup baik dibuat

oleh Student(1908) bahwa T~t(n-1) adalah distribusi

student t dengan derajat kebebasan (n-1). Dengan asumsi
di atas, dipunyai uji pada level o :
TT: Untuk Ho:p=pe vs Hi:p # po,tolak Hy, jika |TC|>tq” ......

L. (3.1.3)
TU: Untuk Hp:p=po vs Hy:p >pp, tolak Hp jika TC > tgeeean-.
c-..(3.1.4)
TL: Untuk Hptpu=ly vs Hi:p < Wy, tolak Hy jika TC <=ty .....
e (3.1.5)
dengan %t, : notasi bagian atas 100¢ titik persentil dari
distribusi t dengan derajat bebas (n—i).

Sifat-sifat distribusi T vang disajikan pada (3.1.1)

jelas tergantung pada asumsi  yang diberikan pada
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A(i) dan A{ii). Akan tetapi pemakali akan bertanya apakah
asumsi tersebut dijumpai dan bagaimanakah pengaruh dari
pelanggaran asumsi tersebut pada distribusi T.

Cicchitelli (1989) menunjukkan perluasan studi Monte
Carlo untuk menyelidiki ketegaran dari statistik T satu
sampel dengan distribusi populasi nonnormal. Dia
menggunakan distribusi A vyang telah dikenalkan oleh
Ramberg{197%) sebagai distribusi populasi. Kita akan
mencoba mengkaji kembali hasil-hasil Cicchitelli tersebut
dengan menggunakan ekspansi Edgeworth dari statistik T.

Untuk itu, akan kita perlukan beberapa definisi yang
berkaitan dengan ekspansi Edgerworth seperti vyang kita

tulis berikut ini

Definisi 3.1.1.

Untuk sebarang wvariabel random Y dengan BylY <

T
(“2)%

ukuran kemiringan dan K, adalah ukuran kurtosis dari

didefinisikan §, = dan Sx adalah

-~
|
FolF

distribusi. p;,1 = 2,3,4 adalah Momen Pusat kedua,

tiga, empat dari distribusi.
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Definisi 3.1.2.
Untuk sebarang distribusi G, Jjika S > (<) O Xkita
tunjuk G mempunyal kemiringan positif (negatif} dan
jika K, > («<)3 kita tunjuk G mempunyai long (short)

tailed.

Definisi 3.1.3.

Pr{a) = P, ({TCl> teo2)

i

Py (o) Py (TC > t4)
Pr{a) = Pc (TC < -Lq)

Dengan asumsi-asumsi A(i) dan A(ii}, sesuai hasil

student (1908} bahwa dibawah Hy, Pr{a} = Py{a} = Prla) = Q.

3.2. Ekspansi Edgeworth dari Statistik T dan Hasil-hasil

vang terkait

Theorema 3.2.1 (Hall 1987)
Asumsikan k = 1, ElY|*? < « dan distribusi G
nonsingular, maka

Fply) = BT, € )
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k -y -
= Wy) + 2n 2P, (yM(y) + ofn %) ... {3.2.1)
i=1 ’

Konvergen uniform dalam vy, Dimana P; adalah polinomial
berderajat {3i-1) yang tampak dalam ekspansi Edgeworth
: Biv )( AN 2 —2)&%
dari T, = n®?(Y - pfnt2v2 -7
i=1
®(y) dan ¢y} masing-masing adalah fungsi distribusi
kumulatif normal standar dan fungsi densitas normal
standar. Koefesien P; adalah fungsi-fungsi dari m,o% pa,
.+ s is2 dimana My mewakili r&omen central ke-j dari G.
Untuk P; dan P, didapat
Paly) = %5.8y° + 1)

dan

i
a1 ~¥1 s Siy® + )® - 1)

- 115 (K, - 3)y? - 3) +

| B2

(v? + 3)}

dengan Sy dan K, masing-masing ukuran kemiringan dan
kurtosis dari G.

Terlihat bahwa :



1
T—(n—jL)E (3.2.2)
-/ .. .. (3.2,

Dari (3.2.1) untuk k = 2 kita peroleh :

1

n<s,
1
6(2m)2

1
Pe{To < 0) = > + + ofn™) v oe .. (3.2.3)

Dengan asumsi kefinitan momen ke-4 dan sifat
nonsingularitas dari G kita akan mencari E(Ty) dan E(T)
sebagai berikut :

Ty dFy (v}

1

= sty deyt + g

ET,)

il

= n“Ty s Siyly® + 3) ty® - 1)¢(Y)J

+n™ Ty dL{ yly* - 3) - %yty2 + 3)}%/)}
+ oln™)

dengan mengingat d¢(y} = -yd(y)dy, maka :

1

2

E(T,) = :-%—‘spuo(n“) e e e {3.2.4)

Kita dapat lihat dari (3.2.1)}-(3.2.4) bahwa selama
ukuran sampel naik, apapun harga kemiringan populasi, S

maka To dan juga T menjadi lebih simetri di sekitar nol.
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Ini bukan masalah yang luar biasa, karena telah diketahui

bahwa 7— % .37 dimana 2z adalah variabel random normal
standar. Jadi untuk ukuran sampel yang besar atau
kemiringan populasi yang kecil T, dan juga T mendekati
simetri disekitar nol. Dengan cara yahg sama untuk

mendapatkan E(Te) kita dapat juga memperoleh
2
B(Ty) = TyzdFToty)
—

=1+ -8 >4+ om™ .. .. (3.2.9)
T n

Sehingga :

VarT,) = ETF) - B3}

1+'—SZ+3 -4 (3.2.6) "
et .2,

t
+
o
s

Selanjutnya :

n
= P, £ 0
.
1 n 2 -1
:§+-——-—18k+o(n). - .. (3.2,



o - {5+

It
TN
=3
|
=
R
i
§

n
12
= (1—;335(%)
A )
_ 1 1 3 z .
R e YRR TCEy = St ol
1
—-n 2 _
= 5 S + ohll)

_ .2, e -1
-1+n+4nsk+o(n)
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(3.2.8)

. (3.2.8)

Sekarang perhatikan ekspansi deret taylor dari F%(y)

disekitar y = 0 didapat dari (3.2.1) yaitu :
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1
1 n? Y st KUJ

F%(Y) > + 1 S, + T [1 + . n

60m)? (2m)2

1
n ? 2 -1
+ T Y S, + o) coe .. £3.2.10)
A 2m)z

dan menggunakan (3.2.2) kita dapatkan :

Frly) = BT < )

i

¢ s N
n- 1jyz
=R||—— )% SV

62n)? (2n)? én 4
1
-3
M. 1( El)yzsx + o™
aomi O

n 2 Y 8.2 K. 1
= -+ ——5, + n 1+a—zr-l‘ 1+£+4n22|+...
&(2m)? (2m)2 |
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Se -1 1 1 1
A n2(1+-r—1+n32|+ 33I+...J+o(r1"‘)
42w’ N
1
F(Y)“"1+ n: s, + —L (1+i+£ —K-‘i]
T 2 : 7K : 4
&om)’ om 2n én n
ZS 1
¢ L2507 oY)
4(2m)2

Untuk menemukan median dari distribusi T pecahkan

1 ,
persamaan Fr(y} = -. BSuatu pendekatan solusl persamaan
.
1
- |
ini adalah y = - ~— 3, sebab :
&
R 1
-1 2 | 1 n 2z
Fr p SKJ = E + T S
&(2m)?

3
n 2 , "
+ 1 S5+ O(n )
144(zr)2
1 -
= > + on™)

dengan pengabaian suku o{n™') maka :

13

-n 2
6

Median dari T =

Sy .o .. {3.2.11)
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Mean dari T = Sy e .. 13.2.12)

Sehingga terlihat bahwa jika distribusi populasi miring

1

1
kekanan yaitu Sx > 0 maka > Sg < 3,< 0.

Jadi distribusi T miring kekiri. Sebaliknya adalah benar
untuk Sy < 0. Hasil tersebut sesuai dengan studi awal dan
pensmuan Cicchitelli(1989). Sehingga kita dapat putuskan
bahwa, jika distribusi populasi sangat miring dan ukuran
sampel kecil maka kemiringan distribusi T tidak akan
didekati dengan distribusi student-t, kecuali telah
dibuat suatu koreksi kemiringan seperti yang dilakukan
oleh Johnson{1978).

Dengan pengabaian suku o(n™') maka mean dari T <

median dari T < 0 dan variansi dari T =

2 7 2 ) . : ,
1+-E-+ ZEE&% > 1+ — wvariansi dari suatu wvariabel random
n

yang mempunyal distribusi student-t dengan derajat bebas

n - 1}. Jadi untuk kemiringan populasi G positif maka
P (a)< o 'dan Py (a) > a seperti vyang diamati oleh

Cicchitelli (1989).
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3.3. Modifikasi dari Statistik T (Johnson 1978)

Andaikan diberikan Y,,Y;,, ... ,Y, adalah sampel
random dari suatu distribusi G dengan mean u, variansi ot

dan M3, M4, ... masing-masing adalah momen central ketiga,

keempat, ... dari G. Untuk sebarang variabel random Y
dengan distribusi G, bentuk ekspansi Cornish-Fisher

diberikan sebagai berikut
_ By o
CEY}) = p + 0§ + ?‘?(é -B+..._ ....... {3.3.1)

dengan £ adalah variabel normal standar.

Karena var(Y) = - dan
3
- - 3 1 >
l“'3(Y) = EiY - l“) = n—g E{E (Y]_ - “’}}
_ 1< 3 Y,
= 7 LR - =
Sehingga :
- G o) 2 'g
CE(Y)=M+-—-1—E_‘+'6D_02(§ “1)"“ I . o+ . (3-2.2)
n2

Dari ekspansi di atas dapat dicatat bahwa
kemiringan populasi ;3 adalah kbefisien dari suku (&2-1)

dan tampak dalam suku-suku lain tetapi dengan order yang
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lebih kecil. Kunci dalam mendapatkan modifikasi variabel

T dalam pendekatan Johnson adalah mengeliminasi suku
yang melibatkan p;3 dalam variabel T pembangun yang

diberikan pada bagian bawah berikut :

Diberikan variabel T pembangun

(Y- o+ 2+ 7{(?— u)z—gz—}
TJ = .. .(3.2..3J

o

A dalam TJ dipilih sehingga suku konstan dalam ekspansi

Cornish-Fisher dari TJ berjumlah nol sehingga bias order
yang lebih rendah tereleminasi y dipilih sehingga

koefesien dari suku ¥ dalam ekspansi Cornish-Fisher dari
TJ adalahk nol (dengan demikian mengeliminasi pangaruh

kemiringan order yang lebih rendah). Dapat ditunjukkan

bahwa y = ;} dan A = 5%%; sebagai berikut :

Karena :E{s*} = o’dan var(s?) = =2
A 4
c 2 2 o
varls) = B (gL 2 2, ol 2
n n n
sehingga ekspansi Cornish-Fisher dari Y dan s2%, suku-

suku lebih tinggi diabaikan adalah :
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dengan & dan n adalah variabel random normal standar.
Gantikan nilai ¥ dan §° dalam (3.2.3) dengan
ekspansinya, maka dengan pengabaian suku O(n’'}, ekspansi

Cornish-Fisher dari TJ adalah :

(o );
(2

+ A/n 'Yd Hs p — o

——

o T ihe i &

dengan & dan & variabel random normal standar yang

independen.
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2
(“?-u)z-if e 5
n 36n’s’ 36n’c*
Hy o TER I
3ndne 18n%s’ énvno
{ 3
g% & - oY
— = -3l + [}14 3 ]
n n t . ho

——
5%
—_
ol
t
al|s
s,
—
+
N
of
o)
all
| 9.
—
[0
-

sehingga:

2 & 2
CF(’I‘J):{ s 1y YU, §3+[P'3 _I_'Y I o ]gg

36n’a’ 3nvno NG n 18nc®
o }é+ w __ri_zc_z}_&
Jn  envno 36n’c* 6ne’ nj o
1
1 }-’-4 el cﬂ]z 3 l-L.q - c“ - l
1- =B "l a+ = T
2( no? M7 %21 & " J

] 2
me . T ( s yo 1 };z
CRTI) = 3m—Bem &t 4 28 4 |2+ 2 - — = K +
(T3l {36nJ505 St o 5 6Jnd®  Jn  18ndnd’

[1_1_113_ Lo _g}
éno’ 36nvng’ o 6/nd Vn
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Tulis n = pé&+ & dengan p adalah kolerasi antara X

dan 8* dan & adalah variabel random normal

independen terhadap &.p = p,{c’lp, -~ o)t 2 sehingga :
3 4 g

_ Hy 1° 341/; Wi Yo
CF(TJ)-F,+[J_03 J‘ e
M
—_ _];(u"l - 04]5 “’3 é + E:
2 no [(32('4‘l : 0“)}5
¥ K ). Mn wm e
CETI) = - [GJ_noz Jn 24503)5 BT < R

1
= ke - ©
Caa
Dengan menyeleksi ¥ dan A sehingga koefesien dari &

adalah nol 3juga suku konstan berjumlah nol, ekspresi

hasil akan mengurangi bias, didapat :
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y - - =0
6/n®  Jn  2Vnd’
Uy Rid
SJaf * JE =0
iL
U
dan YJH— Hs —EE*———O
o evnd®  Vn
a/n T - DU - 0
G 6Jne® 3vne®
a/n B 0
s 2nd
: Ky
A= 200
ol
- 2
Jadi CF(Td) = & - %[Lm;] & + o{n)
1 L
=6 —(x, -2 +oln?) .. .(3.2.40)
2vn
N
_ T | TO S ,
dan TJ :{(Y-—u}l+ggf—n+—-3;%-(‘{—u)z}[g) ®...{3.2.9)

Terlihat bahwa TJ yang diberikan oleh (3.2.5) tidak
dapat dihitung dengan H : p = o, karena p; dan o

biasanya tidak diketahui. Johnson menyarankan mengganti

2 . . N (Y1 B -?)3
; dan ¢ dengan estimasi sampel = ——  dan
H. . n
1w

variansi sampel 8%, EBkspansi Cornish-Fisher masih (3.2.4)
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Untuk centoh penggunaannya uji hipotesis Ho : B = Mo
melawan sgtu dari tiga alternatif kemungkinan, maka
dipunyai uji level a sebagai berikut :
TT : untuk Ho 0 = g VS Hy 2 1 # Mo,

tolak Ho jika |TdH > te/2 . . . .(3.2.6)
TU ¢ untuk Ho : p = ys vs Hi ¢ W > lo ,

tolak Hp jika TJIH > tg ... (3.2.1
Tl 2 untuk He ¢ U = Ho VS Hy : U < Mo,

tolak He jika TIH < -te .. . . (3.2.8)

Y - 2+ (@, /7 3sH)(F - )’
dimana TJH = ( l-‘-a) L WA 1(13“ / 65 i {3.2.9)

dan ty notasi bagian atas 100e titik persentil dari

distribusi t dengan derajat bebas (n-1}.

L |

IMy ik FER v s T A KAADN

ooneep b0 SARJANA

L 6 M.

..... e




BAB IV
EETEGARAN STATISTIK t PADA
INFERENSI UNTUK MEAN DUA POPULASI

INDEPENDEN
4.1. Pendahuluan

Andaikan diberikan

Hot by = dan
of Ba = Mo } (4.1.1)

Hyi:i p, > n,

dengan }; adalah mean dari variabel random normal ¥X; ~

N(mp,0:%) i = 1,2. Lebih lanjut diberikan dua sampel
independen, katakanlah X33 , 3 =1,2, ... /m
th r -e = 1' 2' .- . 'l 1'12

sering digunakan statistik

t = : e . . {4.1.2)

{; (- % + Tl - "x;)z}

]

(n1 + n2—2)

dengan & =
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dan X = = (1= 12

Jika o, = 0, maka statistik t ~ t{n; + n, - 2). Dan
dipunyai uji level a wuntuk uji yang diberikan oleh
{4.1.2). Tolak Hg jika t = tg , te adalah bagian atas 100«
titik persentil dari variabel t(n; + n, - 2).

Posten, Yeh dan Owen (1982) memberikan suatu
kualifikasi dari tingkat ketegaran wuji t dua sampel
dibawah asumsi variansi vyang sama. Tingkat ketegaran
diidentifikasi dengan mendapatkan daerah ketegaran dan
hasil-hasil dibatasi untuk uji dua sisi. Lewat prosedur
ini, hasil tersebut memberikan suatu ukuran yang Jjelas
dari kekuatan ketegaran untuk variansi yang heterogen
pada masalah ukuran sampel yang sama atau mendekati sama.
Akan diperluas hasil-hasil yang didapat,untuk uji t dua
sampei versi satu sisi.

Untuk memberikan informasi kuantitatif ketegaran
dari uji t dengan keheterogenan variansi, dibutuhkan tiga

definisi berikut.
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, al .
Andaikan : A= =
LA
al®) = p(Tolak H, / & H,)
dan
=p(t =2 t, / AH,)

. (4.1.3)

Definisi ¢.1.1.

Diberikan A ={A 14 > 0}
R{g) adalah daerah ketegaran pada level & jika R(s)

C A>3V A e Rig), (N -all 5 s.

Definisi 4.1.2.

Union darli semua daerah ketegaran pada level a«
disebut daerah maksimal ketegaran pada level ¢« dan

diberi simbol R,(e).

Definisi 4.1.3.
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Uii t adalah tegar secara total pada level «
jika A = (A : 2 > 0 } adalah daerah ketegaran pada
level o.

Dari definisi (4.1.2) dan (4.1.3), daerah maksimal

ketegaran pada level o adalah :

R (8 = (& /7 jdw) — «f) < gff coe e . (4.1.4)
dengan oM = _[P,L(t) dt
t".
dimana Fu(t) adalah densitas dari t jika Hs benar.

4.2. Kemonotonan af{i)

gifat kemonotonan «{XA) penting dalam mengevaluasi
atau menghitung daerah maksimal ketegaran (4.1.4).
Berikut diberikan teorema-teorema yang berkaitan dengan

sifat tersebut.

Theorema 4.2.1.
Jika w(k,ni, nz) menyatakan tingkat kepercayaan ekor

atas uji t dua sampel dengan ukuran sampel n; dan n;
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1 .
maka a(A : np , nz) = a.( S ¢ D nl). Maka untuk

membuktikan teorema ini kita ikuti uraian dibawah
ini

Masalah perhitungan tingkat ketegaran dan
daerah maksimal ketegaran didasarkan pada
perhitungan o{A) dalam (4.1.3) dan (4.1.4). Dari
Yeh {1981}, probkabillitas ini dapat dinyatakan dalam
suku-suku  integral dari  probabilitas  pembobot

student, hubungan ini adalah :

% n, n,) = Ib(x; ny, 0 (T 2 m(a X: 0 n)t)dx (4.2.1)

o

dimana :
N = n + nz , te adalah nilai kritis dari uji t satu

sisi.

BY =

m(A X; n, n,) = {i : ?}2[7& + 1 - Nx}

N...
. . 2 — 2
b(x; N, n, = 1{]_171 _ j,r(nz — j X 1 %)
2 2

(4.2.2)
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T" variabel t pusat dengan derajat kebebasan N - 2
sehingga bukti theorema 4.3.1 adalah sebagai berikut

dari (4.2.2) didapat:

} 1+Q- 1)x}z

Ar

il

e
s

} o+ (1 - AN - x)}2

n, )
-~ = — sehingga
r n,

1
rr(x , Xi Dy, nz) = m{AM1 - x); n,, n,)

dan karena

b{l-x;n;em) = bi{x ; m, nz)
-] : |
maka -7;, N, N, b(x, Nys n2 2 m -?: s X7 Dy, N, Lo dx

= j.b(l ~ X; N, nl)Pr(T* = m(n (1 - x);n,, nl)t(x)dx
o

ambil y = 1-x maka :
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a.(}"; 0y, nz) = j b(YF Nz, nI)P:(T* 2 m(?‘v Y R nl)ta')dy

A 5

O.(?L; 1z, nl)

Akibat 1.2.1

1
Untuk ny = np = n maka a(A} = a,(ij

Theorema 4.2.2.

Untuk nkuran sampel sama, «(&) monoton turun untuk

ae (0,1) dan monoton naik untuk Ae(1,w).

Bukti

Dari (4.2.2) terlihat

1

i1+ r|z 1
A % 0, n,) = {?» - r} (A +(1- Wz
maka :
1 1
dm _ . 5{1 i (M + )%(h + (1 ﬁgx)é
an = a+r g

1{1+ r\2 1
+5[Mr](?~+(1—7»)x) {1 - %
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% la+0in+ o (x +(1 - Mx)’ :
{(m +01-x A+(1- x)x}

1+ r - 1+ r

- x{1 + r)}

ZLé(:t + r)':'(l + )2 (?» + (1 - 3')")“{ 1+r

il

1 2 22 Aor
5(1+r)2(7\.+r) (A + (L - Ax)? T+ X
dari (4.2.2)
a(A;ng, ny)= ]‘b(x; ny, 1'12}4PE(T1l 2 m{?u, X; Nyy nz)ta)dx
0
maka :

1-a{Aini, n2l)= j‘b(x; Ny, nz)Pr(T' < m(?\, X; Ny, nz)tu)dx

o

= Jb(x; Dyr nz} F(m(l, X; Ny nz)ta; f)dx cees  (4.2.3)
]

dengan F( ;f)fungsi distribusi variabel t dengan

derajat kebebasan f =N - 2.

Sehingga :

d{l - ofri n,, n2 Ib( ) dF(m(?\. X7 Ny D)t f)
dA Xi Ty I (3‘, % Ny, nz)ta

dm(?\., X; Ny, nz)t,,
dAr

dx




—da{?L; n,, nz)
da

= Ib(x; n,, nz)f(m(% %3 1, no)E,7 f)

dm(?\., X; ny, nz)
dx
dA

dengan f(..,f) adalah fungsi densitas variabel <t

dengan derajat bebas f, sehingga:

"da( ?h; H_U I'l2
di

ca 2 1)

7 )

‘\’lr-z

(1 + m (7\, % Dy nt2 / f)

1+ D2+ 1) z{?L + (1 - ax}” i(

-*dd.( 3:;' nl, nz)
dA

l{f ; 1}1 + r)%(?x. + r)"g

dengan : c =
n, -1 n, -1
)

= C't, AN

b(x}) = x 2 (1 - x) = dan

A(A) = ]'b*(x}{l + m?(A, x3 0y, ,)t2 / f}—{fu}/z
0
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jadi tanda dari dea(A;ni, nz) adalah negatif tanda dari

A{A). Untuk menentukan tanda suku akhir, tulis

= Ib'(y) (x)( - x)dx
- 5 TIMI v 1

dengan

: -+l -
g = |1+ w2, % n, n,)td / f} (A + Q- Nz

LN

Ambil na= Ry = D

[
ek

1 - %z = b{l-x naka
. 1
" () g(x)(— - x):l ]. b (x} g(x)(g - x}ﬂx
1
3

Ambil ¥ = 1 - y dalam integral kedua

b =

AX) =

S Ceemmgyt b ——

1 1
- 1 ‘ - 1
AN = be (xyg(x)(- - ‘de + Ib x g - Y)( - —}ﬂY

0 2 e 2
1
f . 1

= J g - g - X)](-' - )dx
4 2
: [

Cf . 9 }(} }1

= _Ib (x) g X)Lga ey | O X

Karena :

MU 1K PERFUSTAKAAR
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gx)
gl - x)
. L.(_*H 1
[1 + m¥(, %2 0y, 0 )t2 / f}- 2 A+ @~ w2
(f +1)

L
2

1+ m(ha-0:n,n0)t2 /7 2 (a+a-n0- x)

9] AL !

— = U, W ¢ VR, x°
gd - x) / e %0

[1+ 02 a- 9, 0)e /)
{1 + m¥{*, % n, n 2/ f}

dengan ula, %) =

A+{1-21-%
A+ (1 - Wx

VA, %)

1
F £+ !
sehingga A(N = Ib'(x) gl ~— Wju, X} 2 vk, 0 ~ 1pdx
]
A(X) positif jika u(i,x) dan Vv(A,x) keduanya lebih
. 1 Do
darl satu untuk semua x € (0, E] dan A(A) negatif jika

1
keduanya kurang dari satu untuk semua x € [0, E)

-~

Dari semua lemma {4.2.1) dan gsemua lemma {4.2.2)

dibawah 1ini, Jjika A € (0,1),u{i,x) dan vi{i,x) melebihi

’ 1
satu untuk setiap x € (0, -2-) dan jika A &€ {(1,®) kedua



47

fungsi tersebut kurang dari satu untuk setiap A € (0,1)

dan negatif untuk setiap A e (1,x)W,
Lemma 4.2.1.

Diberikan vi{A,x), maka untuk setiap A (0, 1},v{A, )
. . . 1

lebih besar dari satu untuk setiap = € (b,g] dan

untuk setiapl ¢ (L, 00),v (R, %) lebih kecil dari satu

. 1
untuk sefrap x € (b,g).

Bukti

V%) > 1 < A+ QA - A-x >0~ X+ A
l-20-29 >0

1
Karena Vz & (?'5)' 1 - 2 >» 0 sehingga v{A,x) > 1

untuk 1 - A » 0 atau A < 1. Bukti untuk yang lebih

kecil dari satu langkahnya sama dengan yang diatasW.

Lemma 4.2.2.




Diberikan u{A,x), maka ¥x €(0,1), u(A,x) > 1, VX €

1 1
(0, E). dan VA € (1,©), u(i,x) <1, ¥Vx € (0, E)

Bukti :

uh, ®) > 1 e Al - xiny, ng) > A xiny, n,)
A+0-N01-x>2Aa+{1- ANx
A-ANa~-2x)>0

1
Karena Vx € (0, 5) , 1-2x > 0 sehingga u(A,x}) > 1

untuk 1 - A > 0 atau A < 1.

Jadi untuk setiap x € (0,1) maka A(A) positif dan

dot
akibatnya -55; negatif sehingga turun. Untuk setiap A

do
e (1-w) maka A{A) negatif dan akibatnya -(-i-?;- positif

sehingga o naik M.

Theorema 4.2.3.
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Untuk ukuran sampel sama, daerah maksimal ketegaran

1
tingkat €, Ra{g) mempunyai bentuk [C'E} dimana ¢ < 1

il
o
-

yvang didefinisikan dari a(c} - a(l)

Bukti :

Mengikuti langsung dari theorema{4.2.2)dan definisi

(4.1.1) dan (4.1.2) B,

4.3, Daerah Ketegaran

Ukuran sampel yang dipakai dalam studi ini (untuk m

# N2) adalagﬁzl < n, dengan tingkat Kkepercayaan nominal
a(A) yang merupakan fungsi monoton naik dalam A pada A €
(0,) .

Daerah Maksimal ketegaran akan diberikan untuk
ukuran sampel vang sama ataupun tak sama. Akan tetapi,
pertama kita akan pertimbangkan kemungkinan nilai-nilai €

vang cukup kecil sehingga uji t satu sisi akan tegar

secara total.
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Untuk ukuran sampel sama (n; = n; = n) dengan sifat
kemonotonan dari o(A) berakibat bahwa untuk semua nilai
darl & yang melebihi atau sama dengan le(0)- a(1)! maka
uji t akan tegar secara total pada level .

bebih lanjut perlu untuk menghitung «(0) guna
mengidentifikasi nilai terkecil dari s, untuk mana uji
akan tegar secara total. Sedang untuk ukuran sampel tidak
sama perlu juga untuk menghitung lo(@) - ()] dan pilih
nilal terbesar dari keduanya sebagai nilai terkecil dari
e untuk mana ujl akan tegar secara total.

Tabel (4.3.1) tersedia ukuran sampel ny = n; = n,8 =
0,05 dan @ = 0,01 nilai-nilai minimal & untuk mana uji t
satu sisi tegar secara total. Dari tabel 4.3.1 terlihat
dengan jelas bahwa untuk ukuran sampel n = 15 dan o =
0,05, uji t tegar secara total pada level 0,0055. Bahwa
tak ada masalah seberapa besar perbedaan oy¢ dan 0}2

Kebenaran tingkat kepercayaan adalah sampai 0,0055 dari

level yang diinginkan sebesar 6,05. Lebih lanjut selisih
dari o disini terjadi hanya jika ©i:® sangat berbeda dari

o.’ . Untuk nilai n yang lebih besar, nilai & minimum yang



51

menghasilkan tegar secara total akan lebih kecil. Tabel
4.3.1 ini Jjuga dapat digunakan untuk menentukan derajat
uji t =atu sisi { dengan ukuran sampel sama dibawah
pengabaian asumsi kehomogenan variansi).

Untuk ukuran sampel tidak sama, nilali terkecil dari
& yang memberikan ketegaran secara total untuk uji t satu
sisi, ditentukan dengan evaluasi a«(l)-a{0) dan o{wo)- (1)
dimana nilai g adalah nilai terbesar diantara keduanya.
Adapun nilai-nilai dari e{(0) dan a{w) diberikan dalam
tabel 4.3.2 untuk ukuran sampel yang tidak sama, tetapi

untuk wkuran sampel yang sama juga diberikan sebagail

pembanding.

Karena tingkat kepercayaan nominal «{l) diketahui

maka nilai & untuk mana uji akan tegar secara total siap

didapat dari tabel (4.3.2).

Selanjutnya daerah maksimal ketegaran diberikan
didalam tabel (4.3.3) dan (4.3.4) masing-masing untuk
a(l) = 06,05 , € = 0,005 , 0,03 , 0,02 dan w(l) = 0,01 , ¢

= 90,02, 0,01 , 0,005 pada beberapa nilai n; dan n;.

|MILIK PERPUSTAKAAR

'_\‘ L s .
g ors oan al)
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4.4. Prosedur perhitungan
Dalam masalah perhitungan tingkat ketegaran dan
daerah maksimal ketegaran seperti vyang ditulis pada
bagian awal, didasarkan pada perhitungan a(A) dalam

(4.2.1) yaitu :

o(A; 0y, n,) = J‘b(x; ny, ny,) Pr(T' > m(r x;n,, nz)ta)dx
0 : :

dimana untuk setiap nilai tertentu dari x, probabilitas
T" dapat dihitung dengan menggunakan hubungan antara

variabel student t dengan beta untuk nilai t vyang

N-2+1 N
T <9 lr{r(N-Z)]J(Niz)n(prL—é o

2

positif.

i T(Nf”) ( Xez]{’%l)

E’(T*<1;)=%+0 J]{l n_2k1+ — dx
2
)[ dx

r( -2+ 1)
R
dimana suku dalam integral pada persamaan terakhir dapat

=-+

—2 10 N-2

ditulis dengan : —T 2 ) 2 ds
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tZ
dimana =
y N-2+¢
XZ
menggunakan subsitusi =

sehingga:

NII—-

\ R 1 |
dengan : f = N - Zdan 19(2 ' 2] mf d..r
. Z

Tabel 4.3.1 ( Diambil dari Commun.Statist.-Theory

Meth.,21(8),21€65-2184},

Nilai minirmum dari & untuk mana Uji-t
satu sisi tegar secara total pada tingkat € (ny=n,;=n)
& =0.05 =0.01 a=0.03 &=0.01
n £ € n 3 £
K G333 0222 15 0055 0036
4 0236 0158 20 0041 0026
5 Q0182 0121 25 0032 0021
6 |.0148 0098 30 | .0027 0017
7 0125 0082 40 0020 0013
8 0108 0071 50 0016 0010
9 0054 0062 100 | .0008 .0005
10 | .0085 0055 ) )] 0
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Tabel 4.3.2¢( Diambil dari Commun.Statist.-Theory

Meth.,21(8),2162-2184).

Wilai dari o{0) dan (=) jika ©(1)=0.05

Ukuran sampel sama Ukuran sampel berbeda Ukuran sampel
1(%% berbeda 20%
mm a0  afx) m np o0} ofw) ny ny of0) o)

5 5§ .0682.0682
10 10.0585 .0585
1515.0555 .0555
2020 0541 05341
2525.0532.0532
3030.0527 .0527
4040.0520.0320
5050.0516.0516

2 11 .0414 .0788
1822 0379 .0754

27 33.0367 .0717
3644 .0362 0708

8 12 .0276 .1027
12 18.0276 .0980
1624 .0247 .09358
2030.0242 .0945
24 36,0233 .0926
3248.0233 .0926
40 60,0231 .0920

45 55 0358 .0703

Wilai dari (0} dan () jika %0(1)=0.01

Ukuran sampel sama

Ukuran sampel berbeda
10%

Ukwuran sampel
berbeda 20%

n Ty () afw)

n_mp ol ow)

nl n2 a0 ofw)

5 5 .0221 .0221
1010.0155 0155
1515.0136 0136
2020.0126 .0126
2525 .0121 0121
3030.0117 0117
4040.0113 .0113
5050.0110 .0110

1822 .0068 .0214

27 33 .0062 .0201
3644 0059 0195
4555 .0057 .0191

812 0046 .0395
1218 .0037 .0356
1624 .0033 .0338
2030 0031 .0327
24 36 0029 .0321
3248 .0027 0312
40 €0 .0026 .0307




Tabel 4.3.2¢ Diambil dari Commun.Statist.-Theory

Meth.,21(8),2169-2184).

1515 .0555 .0555
20 20 .0541 .6541
2525 0532 .0532
30 30 .0527 .0527
40 40 .0520 ,0520

1822 0379 .6734

2733 .0367 .0717

" Nilai dari a/0) dan a(0) jika co(t¥=0.05
Ukuran sarpel sama Ukuran sampei berbeda Ukuran sampel
10% betbeda 20%
mn; o0)  olo) n ny;_ of0) o) n n; o) o)
5 5 .0682.0682
10 10 .0585 0585 9 11 .0414.0788 8 12 0276 1027

1218.0276 0980
1624 .0247 0958
20 30.0242 05945
24 36 .0233 0926
32 48 .0233 0926

36 44 .0362 .0708

50 50.0516 .0516 45 55 .0358 .0703 40 60 0231 0920
Nilai dari o(Q) dan (0} jika 00{1)=0.01
Ukuran sampel sama Ukuran sampel berbeda Ukuran sampel
10% berbeda 20%
mn a0) o) n n, o) a(=) nl 12 a0) ofo)
5 5.0221 0221
16 10 .0155 0155 B 12 0046 .0395
1515.0136 0136 1218 .0037 .0356
2020 .0126 0126 1822 0068 0214 1624 .0033 .0338
25125 .0121 0121 2030 .0031 .0327
3030.0117 0117 27 33.0062 0201 2436 0029 .0321
40 40 .0113 0113 36 44 0059 0195 3248 0027 0312
50 50.0110 0110 4555 0057 .0191] 4060 .0026 .0307
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Diambil

Meth.,21(8),2169-2184).
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dari Commun.Statist.-Theory

Daerah maksimal ketegaran pada tingkat ¢
untuk uji-t satu sisi (tingkat kepercayaan nominal a(1)=0,01)
£=0.05
Ukuran sarmpel sama Ukuran sampel berbeda Ukuran sampel
10% berbeda 20%
Ny Arange Ny Ny Atange nl n2 A range |
5 5 0-w
10 10 0-e 9 11 G- g 12 0-60.333
15 15 0-c 12 18 0-c
20 20 0-e0 18 22 - 16 24 0-00
25 25 0-e 20 30 0-e
3 30 0-- 27 33 O0-« 24 36 0-w
40 40 0-o 36 4 . 0-0 32 48 0-o
50 50 0-« 45 55 0-c 40 60 Q-
€=0,03
ng f,  Arange n_ N  Arange n_ Ny Arange
5 5 0-w
0 10 0. 9 1 0-c 8 12 0-5.160
15 15 0-« . 12 18 0-5732
20 20 0-e 18 22 0-w 16 24 0-6.121
25 0B 0- 20 30 0-6403
30 30 0-« 27 3 (-« 24 36 0-66l6
44 40 0-o 36 44 0-w 32 48 G- 6.692
30 5 0-o 45 55 - 40 60 0-7119
€=0,02 :
ny _ny  Arange | N N,  Arange n A range
5 5 0-o0
10 10 0.w 9 1 0-8.481 8 12 .089-2923
15 15 0-« 12 18 .135-3.030
20 20 Q-0 18 22 0-17.169 16 24 .153-3.095
25 25 0-« 20 30 .164-3.137
30 30 0-w 27 33 0-31.483 24 36 .170-3.168
40 40 O- 36 44 0-59817 32 48 .178-3.209
50 50 0-w 45 55 0-14297% 40 60 .183-3.234

. :_l..-._f\‘

R

I
1
‘I:.
|

T ;f‘! :Mh

i
‘!"

Lo ML
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BAB V

KESIMPULAN

Dari uraian didepan ,maka dapat diambil beberapa
kesimpulan sebagai berikut:
Bahwa kemiringan distribusi populasi mempengaruhi
kemiringan distribusi T(2.1.1) pada inferensi untuk mean
satu populasi, yaitu jika distribusi populasi mempunyai
kemiringan kekanan dalam hal ini Sy >0 maka Mean dari T=-
(n"v2/2)S, < Median dari T=-{n""?/6)5<0  sehingga

distribusi T miring kekiri dan Py{a) <o serta

Pi{a) >a.Sebaliknya untuk distfibusi populasi mempunyai
kemiringan kekiri dalam hal ini S0 maka Mean dari
T=-(n"Y?/2)8, >Median dari T=-(n""%/6)5>0 sehingga
distribusi T miring kekanan.Jadi untuk kasus dimana
distribusi populasi miring ditambah dengan ukuran sampel
vang kecil,maka distribusi T{2.1.1) ini tak akan didekati
dengan distribusi student-t kecuali telah dilakukan
koreksi kemiringan seperti vyang telah dilakukan Johnson
yvaitu mengganti statistik T(2.1.1) dengan statistik

TJH (2.2.9}). Sedangkan  untuk mean dua populasi



independen versi satu sisi dengan n;=n,=n ,menggunakan
sifat kemonotonan o{A) berakibat bahwa untuk semua
nilai & vyang melebihi atau sama dengan oa(0)-o{1)

maka uji t(3.1.2) akan tegar secara total pada level €.
Berdasarkan hasil—hasil yang dibahas pada bagian
awal maka dapat pula diperluas kemasalah vyang masih
berkaitan dengan uji hipotesis seperti kemasalah interval
konfidensi yaitu bentuk interval konfidensi untuk
modifikasi statistik T dan uji_hibotesis untuk inferensi

mean lebih dari dua populasi;

IMILIK PERPUSTAKAAR |
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BAB I

PENDAHULUAN
1.1. Latar Belakang Masalah

Statistik t  seringkali dipakai dalam membuat
inferensi mean satu populasi dan inferensi untuk mean dua
populasi Independen. Dalam tulisan ini  akan difokuskan
pada dua topik tersebut, khususnya yang menyangkut
permasalahan ketegaran dari'statistik t.

Dalam inferensi wuntuk mean satu populasi, diambil
sampel Y: , 4 = 1,2, . . . n dan dihitung ¥, S°. Dengan
asumsi populasi berdistribusi normal maka dapat diperoleh
statistik T untuk inferensi méan satu populasi, yaitu :

Y - p
. NS
i

untuk n kecil T akan berdistribusi t dengan derajat bebas

(1.1.1)

T =

n - 1, sedang untuk n besar T akan mendekati distribusi
normal standar.
Pada prakteknya, pemakai sering kesulitan menentukan

berapa besar n hingga metode ini dapat digunakan atau
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bagaimana seandainya populasi tidak berdistribusi normal,
apakah metode ini masih dapat juga digunakan.

Sedang pada inferensi untuk mean dua populasi
independen, diambil sampel X. , j = 1,2, ...,n; dan X
;1 = 1,2,. . .,n; kemudian hitung X,, X,, s*. Dengan asumsi
distribusi kedua populasl normal dan variansi keduanya
sama maka dapat diperoleh statistik t untuk inferensi

mean dua populasi independen,yaitu :

£ = - %) - _#"’)' e (1.1.2)

- 2f

Sama halnya seperti pada inferensi untuk mean satu

’5:?

populasi, bagaimana seandainya  assumsi kehomogenan
variansi dilanggar apakah metode 1ni masih dapat

digunakan. Masalah seperti ini dengan o,° dan o,° tidak

2

diketahui (o # 0©,° )disebut sebagal masalah Behren-

Fisher. Meskipun untuk masalah tersebut telah ada cara
pemecahannya, seperti  yang diberikan oleh Neyman-
Bartlett,_Scheffe‘ ataupun Hsu, namun ketiga cara diatas
masih memiliki kekurangan, terutama untuk n, # n; yaitu

adanya sampel vyang harus diabaikan, hasil yang masih
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tergantung pada urutan pengambilan sampel atau tidak
adanya jaminan uji mempunyai tingkat kepercayaan pada
yang kita inginkan. O©Oleh karena itu pentinglah bagi
pemakal untuk melihat sampel,éeﬂauh mana perbedaan o,® dan

o.’ yang masih bisa ditolelir sehingga metode diatas masih
dapat digunakan. |

Permasalahan—permasalahén seperti diatas dimana
beberapa asumsi dilanggar, didélam statistik dikenal
sebagai permasalahan ketegaran ({robustness) dari suatu
statistik (estimator) atau suatu prosedur statistik.
Menurut Hubber (1981) ketegaraﬁ adalah ketidaksensitifan
terhadap sedikit penyimpgngan dari  asumsi. Suatu
statistik atau prosedur statistik dikatakan tegar apabila
ia dapat kekerja dengan baik, mempunyai bias dan variansi
rendah dalam segala macam distribusi.

Studi tentang ketegaran statistik t telah banyak
dilakukan, antara lain oleh Cicchitelli(1989) vyang
menunjuk suatu suatu studi Monte Carlo untuk meneliti
pengaruh ‘uji inferensi mean satu populasi, dengan
statistik T diatas pada populasi nonnormal. Dia

memperlihatkan bahwa kemiringan yang ada dalam populasi
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kemiringaan statistik T menggunakan ekspansi Cornish-
Fisher. Sedangkan Posten, Yeh dan Owen (1982) meneliti
ketegaran uji t dua populasi versi dua sisi untuk kasus
penyimpangan pada homogenitas variansi kedua populasi.
Dalam tulisan ini nantinya akan dibahas hasil-hasil yang
telah didapat Cicchitelli(1989) diatas menggunakan
ekspansi Edgeworth, kemudian jﬁga melihat penampilan
modifikasi statistik T déri Johnson (1978) untuk
dibandingkan dengan penampilan statistik T itu sendiri.
Pada uji t dua populasi, kita akan mengembangkan hasil-
hasil yang didapat oleh Posten, Yeh dan Owen (1982) untuk
versi uji t satu sisi. |

Tulisan ini diharapkan akan dapat memberi sumbangan
yvang berharga dibidang statistika inferensial. Selain itu
diharapkan pembaca dapat menggunakan atau mengambil

manfaat dari apa yvang bisa diserap dalam tulisan ini.

1.2. Perumusan Masalah
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Berdasarkan latar belakang dan ruang lingkup
masalah, masalah dalam tulisan ini dapat dirumuskan
sebagai berikut
1. Mempelajari pengaruh kémiringan populasi terhadap

statistik T(1.1.1).

2. Mempelajari cara memperoleh modifikasi statistik T,
vang dapat mengurangi pengaruh kemiringan yang dibawa
oleh populasi terhadap Statistik T (1.1.1).

3. Melihat nilai keheterogenan variansi yang masih dapat

ditolelir sehingga metode dengan menggunakan statistik

£(1.1.2) versi satu sisi masih berlaku.
1.3.‘Tinjauah Pustaka

Kekonservatifan uji T dipelajari oleh Gross (1976)
dan Tukey & Mc. Laughlin {1963) .Benjamini (1983)
menunjukkan kekonservatifan uji T untuk distribusi
populasi long tailed menggunakan argumen geometrik,
selanjutnya pendekatan geometris diambil oleh Hotelling
(1961} da? Efron ({1969).Yuen & Murthy (1974)mempelajari

masalah spesifik pengamatan gambar dari distribusi



Student-t,mereka menabelkan titik-titik tertentu dari
distribusi.

Posten, Yeh dan Owen f1982) telah memberikan suatu
kuantifikasi dari tingkat ketegaran pada uji t dua sampel
dibawah asumsl variansi yang sama. Tingkat ketegaran
diidentifikasi dengan mendapatkan daerah ketegaran dan

hasil-hasil hanya dibatasi untuk uji dua sisi.
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BAB II
DESKRIPSI TEORITIS

2.1. Pengertian Dasar

Uji Hipotesis adalah suatu proses dari percobaan
untuk memutuskan kebenaran atau kesalahan pendugaan yang
didasarkan pada pengamatan sampel .

Andaikan diberikan X, X5, . . . ,X, sampel random
dari suatu populasi .berdistribusi F¢e , 8 € ©, dimana
bentuk Fs diketahui kecuali. gntuk parameter 6. Dengan
pengasumsian seperti ini,: berikut akan kami berikan
beberapa definisi serta teorema yang berkaitan dengan

konsep uji hipotesis.

Definisi 2.1.1. (V.K Rohatgi)

Suatu hipotesa parametrik adalah pernyataan tentang
parameter 6 yang tidak diketahui. Hy ,9 € ® < ©
disebut sebagai hipotesa null sedang pernyataan H, ,©

€ O= ® - B disebut sebagai hipotesa alternatif.

Definisi 2.1.2. (V.K. Rohatgi)



Jika ©,(®;) hanvya berisi satu anggota, ©,(®,)disebut
sederhana, sebaliknya jika berisi 1lebih dari satu
anggota disebut komposit. Jadi jika suatu hipotesis
sederhana, maka distribusi probabilitas X menjadi

tertentu di bawah hipotesis.

Definisi 2.1.3. (Bain E.)
Daerah kritis untuk suatu uji hipotesis adalah subset
dari ruang sampel yang bersesuaian dengan penolakan

hipotesa null.

Definisi 2.1.4. {(Bain B)
Untuk hipotesa null sederhana, H, maka probabilitas
penolakan kebenaran Ho. yaitu o = P{TI) disebut
sebagai tingkat kepercayaan dari uji. Untuk hipotesa
null komposit, He maka ukuran uji (atau ukuran daerah
kritis) adalah nilai maksimum probabilitas dari
penolakan Hy, jika Hy benar (nilai maksimum atas semua

nilai parameter di bawah Hg).

Definisi 2.1.5. (Bain E.)

IMILIC Pos .'ﬁ:TAKAA:-..-i
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, Y
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Fungsi Kuasa =n(8) dari uji He adalah probabilitas

penclakan He jika nilai- kebenaran dari parameter
adalah 0.

Jadi untuk hipotesis sederhana Ho , 0 = 6y versus Hy,©

= 0,, kita punya n(6y) = P(T.I) = & dan ®(6y} = 1 - P(TII} =

1 - B. Untuk hipotesis komposit, dikatakan Hs , 0 €

versus H; , 6 € ® - ®, ukuran darli uji adalah a = ?%xnﬁb
; pry

DPefinisi 2.1.6. (BE.J.Dudewich)
Suatu fungsi f,(x) dikatakan simetri disekitar pu jika

Ix{p + ) = Li(p - x) unthk semua x.

Theorema 2.1.1.

Diberikan X3, Xz, ... ,Xa sampel dari populasi dengan
‘ . n—-1
fungzi distribusi kumulatif F dan untuk b = g?
n
K4
. * . . f z 3 (X.I. X)
dimana $° adalah variansl sampel yaitu $° = 2: n o1
iwl -
, n-1
maka (1) E(b) = —7;—'#2

2
(iiyvar(b) = {n- 2+ %)%”n—ne-rﬂ%g’

dengan p; momen pusat ke i dari X.

Akibat 2.1.1.



Bo  3-1 o
PR o

E(S* = p, dan Var (S%)

2.2. Distribusi Student t

Seperti kita ketahui bahwa bentuk fungsi distribusi

dari student t dengan derajat bebas v adalah :

v+1 _
SRR

fit,v)= I{v) J;; 14 —
2

v

Berikut ini akan kami berikan beberapa teorema yang
berkaitan dengan distribusi student t di atas dan akan

sering kita temui pada bab-bab berikutnya.

Jika X1,%X3, ...,%s notasi sampel random N{p,o?) maka :
1. ¥ dan suku-suku X3~ X , i = 1,2, ...,n independen.

dan S* adalah independen.

3. @ - 1)8%2 ~ xz(n—l)

N
>l

Tecrema 2.2.2.
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Jika Z~N(0,1) dan V~x2(v), dan jika Z dan V independen

Z
maka distribusi T = —— adalah distribusi
v/ v

student t dengan derajat bebas v.

Theorema 2.2.3.

Jika X3,%X2, ... (%X, sampel random dari N{pu,c’) maka :

X -4

s/

~ th - 1)

2.3. Notasi “0” Besar dan “o” Kecil.

Diberikan f dan g dua fungsi dan asumsikan bahwa

gix) » 0O untuk X yang cukup besar. Kita katakan bahwa
f({x) adalah berorder lebih besar dari g(x) pada x —> ©
dan kita tulis £(x) = O{(g(x)} untuk x - ® jika 3 x4 dan
konstanta C > 0 3 |f(x)l< c g(x) Vx = X,. Jadi f(x) =
Olg(x)] berarti bahwa 1f(x)|/g(x) terbatas untuk x besar.

Kita tulis f{x) = O(1l) untuk menyatakan f terbatas untuk

X besar.

Dan mudah untuk dilihat bahwa :
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(a).Jika f1{x) = O[g1{x}] , f2(x) = Olgz{x)Imaka f£i(x) +
f20x) = O[g1(X) + gz(x)].

(by.Jika « » 0 adalah konSténta,f(x) = Ofag(x)] maka f(x)
= O[g(x)]

{(ry.dlka F{x) = O[gi{x)] dan fa(x) = 0O[g:(x)] maka
£1(x)E2(x) = O[g1ix)g2(x)].

Diberikan f dan g, keduanya terdefinisi dan positif
urntuk x besar. Kita katakan:fﬁx) adalah berorder lebih

kecil daripada g({x) untuk x.besar} dan ditulis :
f(%) = o[g(x)] untuk ¥ = w jika Lim~— =

Kita tulis f(x)= o(l) untuk menyatakan f(x} = o

untuk x = o,

Mudah dilihat bahwa :

(a) .£ (%} ofg(x)] = f(x} = O0[g(x)]

olg(x)], f2(x) = o[gz2{x}] = f£1¢x)f2 ()

(b).£(x)

= o[g1(x)gz(x)]
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BAB III
KETEGARAN STATISTIK T
PADA INFERENSI UNTUK MEAN

SATU POPULASI
3.1. Pendahuluan

Andaikan diberikan Y;,Y: ,. ... .Y, adalah sampel random
berukuran n dari suatu populasi G dengan p mean dari G yang
tidak diketahui. Satu uji hiéot:esis’ vang penting He : B = W
melawan satu dari tiga kemungkiﬁan alternatif yaitu :

{a}.Hy tpp £ Mo
{b} .Hy p.'> Mo atau

{c) .ty p < Mo

Y -
Pertama diberikan : T = ———tou e e .. (3.1.7)
(s* / n)2
Y - M
dan TC = 3.1.2
(& / n) (3.1.2)
n 1]
. Z Y:I. Z(Yi - Y)
dimana Y = Hn dan §* = 3—’-—‘-—;———1-"-_ masing-masing adalah

mean sampel dan variansi sampel. Pemakai biasa menunjuk uji



mengenai p diatas menggunakan statistik TC, vyang. disebut
sebagal statistik T satu sampel. Jika diasumsikén bahwa :
A{i) Yj-nya independen
A(ii) G= @
dimana @ fungsi distribusi kgmuiatif normal standar, maka

suatu hasil dalam teori statistik yang cukup baik dibuat

oleh Student (1908) bahwa T~t(n-1) adalah distribusi student

t dengan derajat kebebasan (ﬁ-l). ‘Dengan asumsi di atas,
dipunyai uji pada level o :

TT:Untuk Hp:p=pe vs Hirp # po,tolak Hp jika ITC|>ta/2 (3.1.3)
TU:Untuk He:p=fo vs Hitpp >He, tolak He jika TC > t, {3.1.4)
TL:Untuk Hg:p=le vs Hitp < Mo, tolék Hy jika TC < tg (3.1.5)
dengan ts : notasi bagian atas 100a titik persentil dari

distribusi t dengan derajat bebas {n-1).

Sifat-sifat distribusi T yang disajikan pada (3.1.1)
jelas  tergantung pada asunsi yang diberikan pada
A{f) dan A(ii). Akan tetapi pemakai akan bertanya apakah
asumsi tersebut dijumpai dan bagaimanakah pengaruh dari

pelanggaran asumsi tersebut pada distribusi T.

ery
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Cicchitelli(1989) menunjukkan perluasan studi Monte
Carlo untuk menyelidiki Kketegaran dari statistik T satu
sampel dengan distribusi populasi nonnormal. Dia menggunakan
distribusi A vyang telah .dikenalkan oleh Ramberg(1979)
sebagal distribusi populasi. Kita akan mencoba mengkaiji
kembali hasil-hasil Cicchitelli tersebut dengan menggunakan
ekspansi Edgeworth dari statistik T.

Untuk itu, akan kita perlukan beberapa definisi yang
berkaitan dengan ekspansi Edgefworth- seperti yang kita tulis

berikut ini :

Definisi 3.1.1.

Untuk sebarang variabel random Y dengan Byl < o

didefinisikan S, = (” ;x dan K, = E% . S¢ adalah
H2 2

~_. ukuran kemiringan dan X, adalah ukuran kurtosis dari
distribusi. w;,i = 2,3,4 adalah Momen Pusat kedua, tiga,

empat dari distribusi.

Definisi 3.1.2.
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Untuk sebarang distribusi G, jika Sy > (<) O kita tunjuk
G mempunyal kemiringan positif (negatif) dan jika K, >

(<)3 kita tunjuk G mempunyai long (short) tailed.

Definisi 3.1.3.

Pr(e) = Pr (| TA> tay2)

Py (o)

Pr (TC > tq)
Ph(u) - Pr (TC < _tu)
Dengan asumsi-asumsi A(i) dan A(ii), sesuvai hasil

student (1908) bahwa dibawah Hp, Prlo) = Byla) = Pulo) = .

3.2. Ekspansi Bdgeworth dari Statistik T dan Hasil-hasil

yang terkait

Theorama 3.2.1 (Hall 1987)

‘Asumsikan k = 1, EY/®? < © dan distribusi G

nonsingular, maka

Fp ) = BT, < )

k - -_
dy) + Ln %Pi(y)d)(y) + oln %) .. (3.2.1)
i=1

b
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Konvergen uniform dalam y, Dimana P; adalah polinomial

berderajat (3i-1) yang tampak dalam ekspansi Edgeworth dari

_ s _ "%

T, = n%(Y -pnt Y2 - 72
i=1

®{y) dan ¢(y) masing-masing adalah fungsi distribusi
kumulatif normal standar dan fungsi densitas normal standar.
Koefesien P; adalah fungsi—fungsi dari u,cz,p3, .+ ¢ My dimana
Ky mewakili momen central ke-j dari G.
Untuk Py dan P, didapat :

Priy) = % 8,2y? + 1) dan

1
P, (y)= —Y{i_B“ si{v? + 3)(y? - 1)

b

- K - 3y? -3+

(v* + 3)}
dengan Sy dan K, masing-masing ukuran kemiringan dan kurtosis

dari G.

Terlihat bahwa :

1
n-1y
T=( )TO C .. (3.2.2)
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Dengan asumsi  kefinitan momen ke~-4 dan sifat
nonsingularitas dari G kita akan mencari E(T:}) dan E(T)

sebagai berikut :

]

L s
'-<‘:

2
&
<

E(Ty)

-n™ yd[;g Syyly” + 3) ty° - 1)¢<y>]

+ n“‘T Yy d[{-l% (Ku - 3)y(y_2 ~ 3) - %i yiy? + 3)}¢(y)}
+ ofn™)

dengan mengingat d¢ly) = -ydly)dy; maka :

1

-n 2

EG) = —— S, +on™ . L 03.2.0)

Kita dapat lihat dari (3.2.1}-(3.2.4} bahwa selama
ukuran sampel naik, apapun harga kemiringan populasi, Sy maka
To dan juga T menjadi lebih simetri disekitar nol. Ini bukan

masalah vyang luar biasa, karena telah diketahui bahwa

d
T————>Z dimana Z adalah variabel random normal standar.
Jadi untuk ukuran sampel yang besar atau kemiringan populasi

vang kecil T, dan juga T mendekati simetri disekitar nol.
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Dengan cara yang sama untuk mendapatkan E(T,) kita dapat juga
memperoleh

B(1) = ) yidrw

-ty

2 2 3 -1
=14+ ~8 + =+ on™ C ... {3.2.5)
n “n
Sehingga :
2
Var(ly) = E(I2) - {E12)
U T ey (3.2.6)
g Sk + gt o R < P
1
n-1\
ET = ( n ) T
:' 1
= (n ) LR
"\ n o
1:
= ZE(T)

a -

n

_( _:I'H 1 3 ( E:E(* -1

1

-n 2 -1
= -—--é— S +on™) L. (3.2.8}
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i
=1
—
|_a

K
St
|
——
523
-3
=

™

Vax(T)
2 T
=l+;+—-—Si+o(n_1) .. . (3.2.9)

Sekarang perhatikan ekspansi. deret taylor dari F%(y)

disekitar y = 0 didapat dari (3.2.1} yaitu :

1
1 n2 v 2 K
Fply) = 5>t T S + 1 (1 + X - _J%]

60m)2 (2n)z tn  4n
1
n @ » "
+ T Y S +on ") . . . . (3.2.20)
4A21)z

dan menggunakan {3.2.2) kita dapatkan :

‘MK FORPUSTAKAARN
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Fely) = BT € v)

1
= =4 Sy + i Yl 1 4 e . =
2 E K l .
62m)? (om)2 én 4n
1 ’ ’
n ? n o
+ (—--")yst + ofn™)
-~ -‘:—» I'd -~ 2 rr \/ -
= 1 =k i - ;
2 6{2“.!}2 (2’1}2 G 4n 2n
g .1 1 1 1
+ Y ST R ; + P + n33‘+ )l— oin™
4(2m? o )
R
1  n? y [ 1 s8* K )
= = 4 =1 S+ A et T il
2 1K : 2n 6n 4n

6(2m)2 (2n)?
g, .1
+ 2 12 + ofn™)

42m)?




Untuk menemukan median dari distribusi T pecahkan

. 1
persamaan Fp{y) = > Suatu pendekatan solusi persamaan ini

n
adalah y = —-7;-SK sebab :

L

PP s )
14402n)?

= % + ofn™)

dengan pengabaian suku o(n™) maka :

1

-n 2
6

Median dari T = Sk . e .. (3.2.11)

Mean dari T = S¢ . . (3.2.12)

Sehingga terlihat bahwa jika distribusi populasi miring

1 1

-1 2 —_ 2
kekanan yaitu S; > 0 maka : --=—8;<

5 S.< 0.

Jadi distribusi T miring kekiri. Sebaliknya adalah benar

untuk Sy < 0. Hasil tersebut sesuai dengan studi awal dan
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penemuan Cicchitelli(1989). Sehingga kita dapat putuskan
bahwa, jika distribusi populasi sangat minim dan ukuran
sampel kecil maka kemiringan distribusi T tidak akan
didekati dengan distribusi sfudent-t, kecuali telah dibuat
suatu koreksi kemiringan seperti vang dilakukan oleh
Johnson {1978} . *

Dengan pengabaian suku o(n™} maka mean dari T < median

: 2 7 2
dari T < 0 dan variansi dari T = 1+ — + —-—Skz(a 1+ —
n 4dn n

variansi dari suatu variabel = random yang mempunyal

distribusi student-t dengan déréjat bebas n - 1) . Jadi untuk

kemiringan populasi G positif maka Py{a)< a dan P, (o) > o

seperti yang diamati oleh Cicchitelli(1989).

3.3. Modifikasil dari Statistik T (Johnson 1978)
Andaikan diberikan Y;, Y, ... Y, adalah sampel random
dari suatu distribusi G dengan mean {, Variansi o’ dan s, My
. masing-masing adalah momen central ketiga, keempat,
dari G. Untuk sebarang variabel random Y dengan distribusi

G, bentuk ekspansi Cornish-Fisher diberikan dengan :

CF(Y) = p + of + %(gznm... (3.3.1)



dengan & adalah variabel normal standar dan

CHY) = p + CIRCIRETOY: I
=p+ 1L+ € -D+Qn C . (3.2.2)
P 2 A

I
Dari ekspansi diatas dapat dicatat bahwa kemiringan
populasi p; adalah koefisien r.:iér.i suku (8%-1) serta tampak
dalam suku-suku lain dari tetapi dengan order yang lebih
kecil. Kunci dalam mendapatkan modifikasi variabel T dalam
pendekatan Johnson adalah mengeliminasi suku yang melibatkan
My dalam variabel T pembangun yang diberikan pada bagian

bawah berikut :
Diberikan variabel T pembangun

-0+ ae - - 2

. |
TJ = , .. . (3.2.3)

e}

A dalam TJ dipilih sehingga suku konstan dalam ekspansi

Cornish-Fisher dari TJ berjumlah nol sehingga bias order
yang lebih rendah tereleminasi ¢ dipilih sehingga koefesien
dari suku & dalam ekspansi Cornish-Fisher dari TJ adalah nol
(dengan demikian mengeliminasi pangaruh kemiringan order

yang lebih rendah).Gantikan nilai Y dan S* dalam (3.2.3)



dengan ekspansinya, maka dengan pengabaian suku O(n™'),

ekspansi Cornish-Fisher dari TJ adalah :

Yo By 2

+a'_.@,_19._. By -M_U‘&.&*
o Vo 6vne®  2vno?

dengan & dan & variabel random normal standar yang

independen.

Dengan menyeleksi y dan A sehingga koefesien dari & adalah
ncl juga suku konstan berjumiah nol, ekspresi hasil akan
mengurangi bias, didapat : o

l""3 +lci__ p’320
6vng®  Jn  2Jno®

Hy Yo

—_— --—:;O
3Yno® v
M
=
dan?\[a_ Hs --"T*E:O
o 6Jnd®  vn
M w, -0
o 640n0° 340G
Moo -0
o 2vne®
2 = Hs



1

2 [’“—"9‘-)5@&' + ofn™)

Jadi CRIJ) = & - S|~

1 2 = . -1
= g_m{xu--ﬂ g+ on?) .. .(3.2._4)

1

| L
dan TJ = {(Y T 6';;‘1_1 + %(Y - p,)z}(%] ee..(3.2.5)

Terlihat bahwa TJ vyang diberikan oleh ({3.2.5) tidak dapat
dihitung dengan H : | = M, Kkarena p, dan o’ biasanya tidak

diketahui. Johnson menyarankan mengganti J; dan o’ dengan

Y
n Y — Y .
estimasi sampel f, = Z( i )

i=1

dan variansi sampel S

Ekspansi Cornish-]:"isher masih | (3.2.4) Untuk contoh
penggunaannya uji hipotesis Hy, = p = Mo melawan satu dari
tiga alternatif kemungkinan, maka dipunyai uji level «
sebagali berikut :
TT : untuk Hy :p = po vs Hy': B # Yo,

tolak H, jika |TJH > te/2 . . . .(3.2.6)
TU : untuk Hy ¢ W =g vS Hy : B > fo

tolak Hy jika TJH > tg e e .. (3.2.71)
TL untuk-Ha t =W VS Hy 1 B < Mo

tolak Hy jika TJH < -t e . . . (3.2.8)
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Y- i, /(65 i, / BT - W
dimana TJH=( o) + B /¢ “)t(%” ))( “), (3.2.9)

dan ts notasi bagian atas 100a titik persentil dari

distribusi t dengan derajat bebas (n-1).
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BAB IV
KETEGARAN STATISTIK t PADA
INFERENSI UNTUK MEAN DUA POPULASI

INDEPENDEN
4.1. Pendahuluan

Andaikan diberikan :

H,: = U, dan
o th = Ha } . (4.1.1)

By > Wy
dimana pi adalah mean dari. variabel ;andom normal X; ~
N(u,0:9) i = 1,2. Lebih lanjut diberikan dua sampel
independen, katakanlah X3 , J = 1,2, ... M
o0 o £ = 1,2, ... sz

sering digunakan statistik

t = (% - %) C .. . (4.1.2)

1
z
{S{i . _1_]}
n, n

{? (2, - %) + ';{xz, _ ‘x;]z}

(n1 + n2—2)

dengan S =



e
i
"

dan ,1 = 1,2

Jika ¢ = o,* maka statistik t ~ t(n + n, - 2). Dan

dipunyai uji level « untuk..uji yang diberikan oleh
{4.1.2). Tolak Hg jika t = £¢ + te adalah bagian atas 100a
titik persentil dari variabel t(ﬂ1+ n, - 2).

Posten, Yeh dan Oweﬁ (1982) memberikan suatu
kualifikasi dari tingkat .ketegafan uji t dua sampel
dibawah asumsi variansi yang sama. Tingkat ketegaran
diidentifikasi dengan mendapétkan daerah ketegaran dan
hasil-hasil dibatasi untuk-Uji.dua sisi. Lewat prosedur
ini, hasil tersebut memberikan suatu ukuran.yang jelas
dari kekuatan ketegaran untuk variansi yang heterogen
pada masalah ukuran sampel yang sama atau mendekatl sama.
Akan diperluas hasi-hasil yang didapat,untuk uji t dua
sampel versi satu sisi.

Untuk memberikan informasi kuantitatif ketegaran
dari uji t dengan keheterogenan variansi, dibutuhkan tiga

definisi berikut.

Andaikan :

>
1]
ALA



alA)

dan .(4.1.3)

1}

p(Tolak H, / A, H,,)}
Pt > t, / A Ho)

DPefinisi 4.1.1.

Diberikan A ={A :A > 0]}

R{g) adalah daerah ketegaran pada level o jika R(sg)

CA3VY A€ R(E), A -adl <s

Definisi 4.1.2.

Union dari semua daerah ketegaran pada level a

disebut daerah maksimal ketegaran pada level « dan

diberi simbol Ry(e).

Definisi 4.1.3.

Uji t adalah tegar secara total pada level «

jika A = {A : A > 0 } adalah daerah ketegaran pada

level .
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Dari definisi {4.1.2) dan {4.1.3), daerah maksimal

ketegaran pada level « adalah :

R.(e = {A/ A - D < g Coe . . (4.1.8)
dengan oA = IPl(t) dt
dimana Pa(t) adalah densitas dari t jika Hg benar.

4.2. Remonotonan (i)

sifat kemonotonan a{A) penting dalam mengevaluasi
atau menghitung daerah maksimal ketegaran (4.1.4).

Berikut diberikan teorema-teporema yang berkaitan dengan

sifat tersebut.

Theorema 4.2.1.

Jika o{A,ny,n;) menyatakan tingkat kepercayaan ekor
atas uji t dua sampel dengan ukuran sampel n; dan n;

1

maka a{A @ ny , nz) = u( i TNy, ni). Maka wuntuk



membuktikan teorema ini kita ikuti uraian dibawah
ini

Masalah perhitungan tingkat ketegaran dan
daerah maksimal ketegaran didasarkan pada peritungan
o{r) dalam (4.1.3) dan (4.1.4). Dari Yeh(1981),
probabilitas ini dapaf dinyatakan dalam suku-suku
integral dari probabilitas pembobot student,

hubungan ini adalah :

oc(?«.; n,, nz) = !b(x; ny, nz)Pr(Th > m(?&., X; ny, nz)tu)dx (4.2.1)

dimana :
N =n; + n; , te adalah nilai kritis dari uji t satu
sisi.

n
Y

n,

1

. + rj|= 1

m(?\, X n,, nz) = {(;_'_ r} {7\.+ - Z.)x}z . . - (4.2.2)

N-2
2 {n;~3} {r-3)
. = 2 —_ 2
b(x; n,, n,) = T(TH — 1}[(% — 1) X 1-x
2 2

T variabel t pusat dengan derajat kebebasan N - 2

Akibat 1.2.1.
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1
Untuk n; = n; = n maka a(d) = o (i)

Theorema 4.2.2.

Untuk ukuran sampel sama, «{A) monoton turun untuk

A€ (0,1) dan monoton naik untuk Ae(l,w).
Theorema 4.2.3.

Untuk ukuran sampel sama, daerah maksimal ketegaran
. . '
tingkat &, Ra(s) mempunyai bentuk C'EJ dimana c < 1

yang didefinisikan dari «(c) - a(l) = e.

4.3. Daerah Ketegaran

Ukuran sampel yang dipakai dalam studi ini {(untuk n,

# nz) adalah oy < n; dengan tingkat kepercayaan nominal
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(A} yang merupakan fungsi monoton naik dalam A pada A €
(O, ).
Baerah Maksimal ketegaran akan diberikan untuk

ukuran sampel vyang sama ataupun tak sama. Akan tetapi,
pertama kita akan pertimbangkan kemungkinan nilai-nilai ¢

yang cukup kecil sehingga uji t satu sisi akan tegar
secara total.

Untuk ukuran sampel sama (n1'= n; = n) dengan sifat
kemonotonan dari «(A) berakibat'bahwa untuk semua nilai
dari & yang melebihi atau saﬁa.dengan |a(0)~ a(l)l maka
uji t akan tegar secara total pada level &.

Lebih lanjut perlu untuk menghitung «{0) guna
mengidentifikasi nilai terkecil dari g, untuk mana uji
akan tegar secara total. Sedang untuk ukuran sampel tidak
sama perlu juga untuk menghitung la (o)~ @{1)| dan pilih
nilai terbesar dari keduanya sebagai nilai terkecil dari
g untuk mana uji akan tegar secara total.

Tabel (4.3.1) tersedia ukuran sampel ny = n; = n, & =
0,05 dan ¢ = 0,01 nilai-nilai minimal & untuk mana uji t

satu sisi tegar secara total. Dari tabel 4.3.1 terlihat
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dengan jelas bahwa untuk ukuran sampel n = 15 dan a =
0,05, uji t tegar secara tqtal pada level 0,0055. Bahwa
tak ada masalah seberapa besar perbedaan ¥ dan o

Kebenaran tingkat kepercayaan.adalah sampai 0,0055 dari
level yang diinginkan sebesar 0,05. Lebih lanjut selisih
dari « disini terjadi hanya jika .012 sangat berbeda dari
o’ . Untuk nilai n yang lebih besar, nilai s minimum yang
menghasilkan tegar secara total akan lebih kecil. Tabel
4.3.1 ini juga dapat digunékaﬁ untuk menentukan derajat
ujl t satu sisi ( dengan ukuran sampel sama dibawah

pengabaian asumsi kehomogenan variansi}.

Untuk ukuran sampel tidak sama, nilai terkecil dari
s yang memberikan ketegaran secara total untuk uji t satu
sisi, ditentukan dengan evaluasi «{l)-«{0) dan a{w)-{1)
dimana nilai & adalah nilai terbesar diantara keduanya.
Adapun nilai-nilai dari «(0) dan o(w)} diberikan dalam

tabel 4.3.2 untuk ukuran sampel yang tidak sama, tetapi
untuk ukuran sampel yang sama juga diberikan sebagai

pembanding.
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Karena tingkat kepercayaan nominal «(1) diketahui
maka nilai € untuk mana uji akan tegar secara total siap
didapat dari tabel (4.3.2).

Selanjutnya daerah maksimal ketegaran diberikan

didalam tabel (4.3.3) dan (4.3.4) masing-masing untuk

«{l) = 0,05, & = 0,005 , 0,03, 0,02 dan (1)

0,01 , &

= 0,02 , 0,01 , 0,005 pada beberapa nilai n; dan ns.
4.4. Prosedur perhitungan

Dalam masalah perhitungan fingkat ketegaran dan

daerah maksimal ketegaran seperti yang ditulis.pada
bagian awal, didasarkan pada perhitungan «(i) dalam

(4.2.1) yaitu :

ol Ny, nz) = JD(XF 0y, nz) P:(T’ z m(av X7 Ny nz)ta.)dx

o

dimana untuk setiap nilai tertentu dari =, probabilitas
T dapat dihitung dengan menggunakan hubungan antara

variabel -student t dengan beta untuk nilai t yang
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positif,

N-2+1 N-1+1
BT < t) = _];F(F(P_;)]\/(Niﬂn[l+_§z_—]{ : ]dx
2 o
+I r( F(NJ_FE : 1J (1 + X ]-(?]dx
e (N-2 }J,———n-_z N - 2
r(n—2+1jz )
b phyy! b

dimana suku dalam integral pada persamaan terakhir dapat

R

T < t) =

N-4

) ) 1§ L . B4
ditulis dengan : E]ls I~ 2ds
2]

2 ’ 2
menggunakan subsitusi

dnana ¥ =N oaw Noor

)

sehingga: =

J3 it
dengan :f = N - 2dan I,(—,—)z 7 1 Isza-s)zds
s jul
2
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