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Modifikasi Statistik Uji-T pada Test
Inferensia Mean Mereduksi Pengaruh
Keasimetrikan Populasi Menggunakan
Ekspansi Cornish-Fisher

JOKO RIYONO

Staf.Pengajar Fakultas Teknologi Industri Universitas Trisakti Jakarta
(Kampus A J1.Kiyai Tapa No.1,Jakarta11440)

ABSTRACT

This article considers a procedure that reduces the effect of population skewness on the distribution of
the variabel-t so that tests about the mean can be more correctly computed with a modification of the t
variabel.A modification of the t variabel is obtained using the Cornish-Fisher expansion.

Key Words:Skewness,t variable, Cornish-Fisher expansion.

ABSTRAK

Paper ini membahas suatu prosedur yang mengurangi pengaruh kemiringan dari populasi pada
distribusi student-t sehingga uji inferensi mean dapat terhitung lebih baik dengan suatu modifikasi
variable student-t .Modifikasi dari variabel student-t diperoleh menggunakan ekspansi Cornish-Fisher.
Kata Kunci :Kemiringan ,Variabel student-t,Ekspansi Cornish-Fisher.

1. PENDAHULUAN.

Dalam Statistik inferensia mean satu populasi sering dipakai statistik :

_ Y-u
- /2
(S 2/ n)1
untuk menguji hipotesa:

Ho : p = po versus satu dari tiga kemungkinan alternatif yaitu :

(1) Hl =pu=uo
(2) H1 = p > uo
(3) Hl =pu<uwo

Dengan asumsi : (i) Yi berdistribusi indepeden
(ii) Populasi berdistribusi normal

Hasil dalam teori statistik yang cukup baik dibuat oleh student (1908) bahwa T ~ t(n-1) adalah
distribusi student t dengan derajat kebebasan (n-1). Dengan asumsi di atas, dipunyai uji pada
level a :

untuk Ho : 4 = uo vs H1 : u # uotolak Ho jika |TC|> t,/2
untuk Ho : 4 = uo vs H1 : u > potolak Ho jika TC > t,
untuk Ho : 4 =uo vs H1 : u < potolak Ho jika TC < - t,

Y —
dengan TC = —ﬂo

(s2/n)"
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Tetapi jika asusmsi kedua tak terpenuhi yaitu populasi tidak berdistribusi normal , Cicchitelli
(1989) dengan studi Monte Carlo mendapatkan bahwa kemiringan populasi mempengaruhi
statistik T di atas sehingga kita tidak dapat mendekatinya dengan distribusi student t(n-1)
apalagi jika ukuran sampel kecil.Johnson (1978) telah membuat modifikasi dari statistik T di
atas untuk mengurangi pengaruh kemiringan populasi terhadap statistik T tersebut.Dalam
tulisan ini akan dibahas modifikasi statistik T tersebut menggunakan ekspansi Cornish-Fisher.

2. EKSPANSI CORNISH-FISHER

Andaikan diberikan Y1,Y2, ... ,Yn adalah sampel random dari suatu distribusi G dengan mean ,
variansi 62 dan ps,ps4, ... masing-masing adalah momen central ketiga, keempat, ... dari G.
Untuk sebarang variabel random Y dengan distribusi G, bentuk ekspansi Cornish-Fisher
diberikan dengan :

1)
CFY) = p+ o0& + > — Dr... (1.1)
66
dimana & adalah variabel normal standar.

02

Karena Var(V) = F dan
- s 1 fe ’
ms(Y) = EY - ) = SE 2. (Y, -y
i=1
13 M3
T3 |:1E(Yi - M)3 )
Sehingga :
CHY) = p + %é’; + L(e’;z - D+ O[n_zJ (1.2)
2 6no’

Dari ekspansi di atas dapat dicatat bahwa kemiringan populasi ps adalah koefisien dari suku
(€2-1) serta tampak dalam suku-suku lain tetapi dengan order yang lebih kecil. Kunci dalam
mendapatkan modifikasi variabel T dalam pendekatan Johnson adalah mengeliminasi suku
yang melibatkan ps dalam variabel T pembangun yang diberikan pada bagian bawah berikut:

Diberikan variabel T pembangun

ey - -

B

A dalam TJ dipilih sehingga suku konstan dalam ekspansi Cornish-Fisher dari TJ berjumlah
nol sehingga bias order yang lebih rendah tereleminasi y dipilih sehingga koefesien dari suku &2
dalam ekspansi Cornish-Fisher dari TJ adalah nol (dengan demikian mengeliminasi pangaruh

B B
kemiringan order yang lebih rendah). Dapat ditunjukkan bahwa Y = gsél dan A = ﬁ

NI

sebagai berikut :

Karena:E(Sz) = szan var(Sz) = —

4 4
G > 2 G
o) = e e R B e T
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sehingga ekspansi Cornish-Fisher dari Y dan S2, suku-suku lebih tinggi diabaikan adalah :

CF(Y) = p + %&(;—;2(&2 -1
CF(89)=0" + {u—h

1
(o, = o'
o]
- sz 1+ L4—“ |
S
dimana § dan n adalah variabel random normal standar. Gantikan nilai Y dan S2 dalam (1.3)
dengan ekspansinya, maka dengan pengabaian suku O(n-!), ekspansi Cornish-Fisher dari TJ

adalah :
crp = ¢ [ - Sl
M Yo Hs M, —
s Jn  6/nd®  2Jnc? &

dengan & dan & variabel random normal standar yang independen.

TJ = {(V )+ A+ y{(v _— [ ﬂ}(szj

Y —

Bukti :

o 2
”zﬁé 6n02F’ 6ncs2

— 2 o Ms 4
Y - = — g —

_Ms

36n%"
M3 3 “3 2 s

+

3nvnc 5 18n%* & - 6n/nc 5
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sehingga:

3 4 3 3 3 02 g 2
CFGJ):{W g, é+(u LY YR jé

36n%c* 3nVno 6ne> n  18n%"
+{i_ wsj+ W _L_ﬁ}ﬁ
Jn  envno n°c’ 6Nnc” nj o

NI

o 4

J 3 Hy, — O 2 l
1- > K9
| 2( no* J”+42! s

~ THs .4 ws
CHTY) = {36nf s o7

&3 [ E Yus Jz
6\/_0 x/ﬁ 18n/nc®

THs ) il m iy yo }

( 6n? " " 36nvne® | o 6Jno®  n

[ 1( GAJE 5w |

20 net T2 net " N
(—J

Tulis n = p&+ &" dimana p adalah kolerasi antara X dan S? dan ¢ adalah variabel random

1
normal independen terhadap &.p = us{Gz(u4 - 04)} 2 sehingga :

B Hs Yo amn M3 R
CRTI) = “(afs \rji t s e n

_ %(m 4&}2@{[02(“4% 04)]; - g*}

_ Ha 1o Hs 2 m/n Hs Ao
R = i+(6f3 Jn - 2@;3]@ ¥

1

1y, -
2( no* Jéi

Dengan menyeleksi y dan A sehingga koefesien dari &2 adalah nol juga suku konstan berjumlah
nol, ekspresi hasil akan mengurangi bias, didapat :

s 6/n® n
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Yo U3

_Hs + - _ -0
6\/503 x/ﬁ 2\/503
U YO
- —— 4+ —= =0
3J/nc’ Jn
_ Hs
y - 304
dan y\/ﬁ - Ha - E =0
c 6/nc° Jn
amn __Hs _Hs 0
s 6Jnc° 3Jnc’
amn Mg 0
o 2\/503 -
U3
}\’ —
2nc®
1
2

Jadi CH(TJ) = & — %(u] ge + 0(n™t)

4
noc
1

=& - i(K ~1)2ee” + o(n) .. 14
o K

o o SHRE
dan TJ = {(Y — ) + 6’;:2” + %(Y - p)z}(Fj m..(1.5)

Terlihat bahwa TJ yang diberikan oleh (1.5) tidak dapat dihitung dengan H : p = po, karena ps
dan o2 biasanya tidak diketahui. Johnson menyarankan mengganti pus dan o2 dengan estimasi
—\3
(Y- Y)
sampel U; = Z T dan variansi sampel S2. Ekspansi Cornish-Fisher masih (1.4)
i=1

Untuk contoh penggunaannya uji hipotesis Ho : u = po melawan satu dari tiga alternatif
kemungkinan, maka dipunyai uji level a sebagai berikut :

TT : untuk Ho :p = povs Hi : p# po,

tolak Ho jika | TJH > t,/2 ... .(1.6)
TU :untuk Ho:p=povs Hi:p>po,
tolak Ho jika TJH > t, ....(1.7)
Tl : untuk Ho : p = po vs H1 : p < po,
tolak Ho jika TJH < -t, ....(1.8)
- ~ ~ - 2
dimana TIH = (Y - Ho) T U3 /(652n)+ (Hs /(354))(Y - H) (1.9

B

dan t, notasi bagian atas 100« titik persentil dari distribusi t dengan derajat bebas (n-1).
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3. KESIMPULAN

Dari uraian di atas terlihat bahwa statistik:

1
_ _ S22
TJ = {(Y - H) + 65;2” % (Y - M)Z}[FJ yang diperoleh melalui statistik T
= o o8
(Y—u)+x+v{<v—u>2—n
pembangun: T = 1 Dengan menyeleksi y dan A
SHE
n

sehingga koefesien dari €2 & suku konstan pada ekspansi Cornish-Fisher nya berjumlah nol,
ekspresi hasil akan mengurangi bias.
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Modifikasi Statistik Uji-T pada Test
Inferensia Mean Mereduksi Pengaruh
Keasimetrikan Populasi Menggunakan
Ekspansi Cornish-Fisher

JOKO RIYONO

Staf.Pengajar Fakultas Teknologi Industri Universitas Trisakti Jakarta
(Kampus A J1.Kiyai Tapa No.1,Jakarta11440)

ABSTRACT

This article considers a procedure that reduces the effect of population skewness on the distribution of
the variabel-t so that tests about the mean can be more correctly computed with a modification of the t
variabel.A modification of the t variabel is obtained using the Cornish-Fisher expansion.

Key Words:Skewness,t variable, Cornish-Fisher expansion.

ABSTRAK

Paper ini membahas suatu prosedur yang mengurangi pengaruh kemiringan dari populasi pada
distribusi student-t sehingga uji inferensi mean dapat terhitung lebih baik dengan suatu modifikasi
variable student-t .Modifikasi dari variabel student-t diperoleh menggunakan ekspansi Cornish-Fisher.
Kata Kunci :Kemiringan ,Variabel student-t,Ekspansi Cornish-Fisher.

1. PENDAHULUAN.

Dalam Statistik inferensia mean satu populasi sering dipakai statistik :

__Y-u
- 12
(S 2/ n)1
untuk menguji hipotesa:

Ho : p = po versus satu dari tiga kemungkinan alternatif yaitu :

(1) Hl =pu=uo
(2) H1 = p > uo
(3) Hl =pu<uwo

Dengan asumsi : (i) Yi berdistribusi indepeden
(ii) Populasi berdistribusi normal

Hasil dalam teori statistik yang cukup baik dibuat oleh student (1908) bahwa T ~ t(n-1) adalah
distribusi student t dengan derajat kebebasan (n-1). Dengan asumsi di atas, dipunyai uji pada
level a :

untuk Ho : 4 = uo vs H1 : u # uotolak Ho jika |TC|> t,/2
untuk Ho : 4 = uo vs H1 : u > potolak Ho jika TC > t,
untuk Ho : 4 =uo vs H1 : u < potolak Ho jika TC < - t,

Y —
dengan TC = —ﬂo

(s2/n)"
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98 Joko Riyono

Tetapi jika asusmsi kedua tak terpenuhi yaitu populasi tidak berdistribusi normal , Cicchitelli
(1989) dengan studi Monte Carlo mendapatkan bahwa kemiringan populasi mempengaruhi
statistik T di atas sehingga kita tidak dapat mendekatinya dengan distribusi student t(n-1)
apalagi jika ukuran sampel kecil.Johnson (1978) telah membuat modifikasi dari statistik T di
atas untuk mengurangi pengaruh kemiringan populasi terhadap statistik T tersebut.Dalam
tulisan ini akan dibahas modifikasi statistik T tersebut menggunakan ekspansi Cornish-Fisher.

2. EKSPANSI CORNISH-FISHER

Andaikan diberikan Y1,Y2, ... ,Yn adalah sampel random dari suatu distribusi G dengan mean p,
variansi 62 dan ps,ps4, ... masing-masing adalah momen central ketiga, keempat, ... dari G.
Untuk sebarang variabel random Y dengan distribusi G, bentuk ekspansi Cornish-Fisher
diberikan dengan :

1)
CFY) = p+ o0& + > — Dr... (1.1)
66
dimana & adalah variabel normal standar.

02

Karena Var(V) = F dan
- s 1 fe ’
ms(Y) = EY - ) = SE 2. (Y, -y
i=1
13 M3
T3 .:1E(Yi - M)S )
Sehingga :
CHY) = p + %é’; + L(‘;’z - D+ O[n_zJ (1.2)
2 6no’

Dari ekspansi di atas dapat dicatat bahwa kemiringan populasi ps adalah koefisien dari suku
(€2-1) serta tampak dalam suku-suku lain tetapi dengan order yang lebih kecil. Kunci dalam
mendapatkan modifikasi variabel T dalam pendekatan Johnson adalah mengeliminasi suku
yang melibatkan ps dalam variabel T pembangun yang diberikan pada bagian bawah berikut:

Diberikan variabel T pembangun

ey - -

B

A dalam TJ dipilih sehingga suku konstan dalam ekspansi Cornish-Fisher dari TJ berjumlah
nol sehingga bias order yang lebih rendah tereleminasi y dipilih sehingga koefesien dari suku &2
dalam ekspansi Cornish-Fisher dari TJ adalah nol (dengan demikian mengeliminasi pangaruh

B B
kemiringan order yang lebih rendah). Dapat ditunjukkan bahwa Y = gsél dan A = ﬁ

NI

sebagai berikut :

Karena:E(Sz) = szan var(Sz) = —

4 4
G > 2 G
o) = e e R B e T
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sehingga ekspansi Cornish-Fisher dari Y dan S2, suku-suku lebih tinggi diabaikan adalah :

CF(Y) = p + %&(;—;2(&2 -1
CF(89)=0" + {u—h

dimana § dan n adalah variabel random normal standar. Gantikan nilai Y dan S2 dalam (1.3)
dengan ekspansinya, maka dengan pengabaian suku O(n-!), ekspansi Cornish-Fisher dari TJ

adalah :
crp = ¢ [ - Sl
M Yo Hs M, —
s Jn  6/nd®  2Jnc? &

dengan & dan & variabel random normal standar yang independen.

TJ = {(V )+ A+ y{(v _— [ ﬂ}(szj

Bukti :

_ S 2
Y_”_\/ﬁé 6n02F’ 6ncs2
v Z_iz _4 _Hs
(Y-w =8 * Z6n%o’ ° T 36n%°
M3 3 “3 2 s
Jr:%n\/ﬁcsa 18n°c a5 - 6n\/ﬁc5a
1
s GZJ (MA A}Zl
= = — 1+ |2—1n
n n[ nc’ }
1
1 1 |72
S \/ﬁj u4—042l
—] =31+ |
n 0[ no J
1
ﬁjl_l(wff“jz L3 m-d l
o |2 ne® )T 421 net M T

Statistika, Vol. 11, No. 2, Nopember 2011

Z'I_.I turnitin Page 6 of 9 - Integrity submission Submission ID _ trn:oid::3618:138739765



z'l-_l turnitin Page 7 of 9 - Integrity Submission

Submission ID  trn:o0id:::3618:138739765

100  Joko Riyono

sehingga:

3 4 3 3 3 62 g 2
CFGJ):{W g, i+(“ LY YR jé

36n%c* 3nVno 6ne> n  18n%"
+{i_ wsj+ W _L_ﬁ}ﬁ
Jn  envno n°c’ 6Nnc” nj o

NI

o 4

J 3 Hy, — O 2 l
1- > K9
| 2( no* J”+42! s

~ THs .4 ws
CHTY) = {36nf s o7

&3 [ E Yus Jz
6\/_0 x/ﬁ 18n/nc®

THs ) il m iy yo }

( 6n? " " 36nvne® | o 6Jno®  n

[ 1( GAJE 5w |

20 net T2 net " N
(—J

Tulis n = p&+ &" dimana p adalah kolerasi antara X dan S? dan ¢ adalah variabel random

1
normal independen terhadap &.p = us{Gz(u4 - 04)} 2 sehingga :

B Hs Yo amn M3 R
CRTI) = “(afs \rji t s e n

_ %(m 4G4J2JH02(H4M3 04)]; - g*}

_ Ha 1o Hs 2 m/n Hs Ao
R = a+(6f3 Jn - 2@;3]@ ¥

1

1y, -
2( no* Jéi

Dengan menyeleksi y dan A sehingga koefesien dari &2 adalah nol juga suku konstan berjumlah
nol, ekspresi hasil akan mengurangi bias, didapat :

s 6/n® n
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Yo U3

y/n
dan
(e)

a/n

_Hs + - _ -0
6\/503 x/ﬁ 2\/503
H3 YO
- —+4+ —==0
3Jne® | n
_ Hs
y - 304
Mg YO -0
6/nc° Jn
B __Hs 0
s 6Jnc° 3Jnc’
_ U3 = = 0
c 2Jnc
U3
}\’ —
2nc®

Jadi CHTJ) = § — %(

dan Td = {(V - u

NI~

P2 G] gg + o(n)

no’

1

g - i (K, - 1)2ee" + o(n™) .. (1.4
o K

u b o 2l[SP)2
6o§n + gﬂ(Y —_— }(Fj m..(1.5)

Terlihat bahwa TJ yang diberikan oleh (1.5) tidak dapat dihitung dengan H : p = po, karena ps
dan o2 biasanya tidak diketahui. Johnson menyarankan mengganti pus dan o2 dengan estimasi

n(Y

sampel }13 = Z
i-1 n

)

dan variansi sampel S2. Ekspansi Cornish-Fisher masih (1.4)

Untuk contoh penggunaannya uji hipotesis Ho : u = po melawan satu dari tiga alternatif
kemungkinan, maka dipunyai uji level a sebagai berikut :

TT : untuk Ho :p = povs Hi : p# po,

tolak Ho jika | TJH > t,/2 ... .(1.6)
TU :untuk Ho:p=povs Hi:p>po,

tolak Ho jika TOH > t, ....(1.7)
Tl : untuk Ho : p = po vs H1 : p < po,

tolak Ho jika TUH < -t, ....(1.8)

(Y = 1) + fis 7@ + (i, 7@HY - )’

dimana TJH =

(1.9)

B

dan t, notasi bagian atas 100« titik persentil dari distribusi t dengan derajat bebas (n-1).
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3. KESIMPULAN

Dari uraian di atas terlihat bahwa statistik:
1

_ _ S22
TJ = {(Y - H) + 65;2” % (Y - M)Z}[FJ yang diperoleh melalui statistik T
= o o8
(Y =)+ e (V=) =
pembangun: T = Dengan menyeleksi y dan A

SZ
n

sehingga koefesien dari €2 & suku konstan pada ekspansi Cornish-Fisher nya berjumlah nol,
ekspresi hasil akan mengurangi bias.

NI
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